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B. CÁC DANG TOÁN VẢ PHƯƠNG PHÁP GIẢI 


Vấn đề 1. Tìm giói hạn bằng định nghĩa 


Phương pháp: 

• Để chứng minh lim u n = 0 ta chứng minh với mọi số a > 0 nhỏ tùy ý luôn tồn tại một số n a sao cho 
|u n |<a Vn>n a . 

• Để chứng minh lim u n = 1 ta chứng minh lim(u n - 1) = 0 . 

• Để chứng minh lim u n = +00 ta chứng minh với mọi số M > 0 lớn tùy ý, luôn tồn tại số tự nhiên n M 
u n > M Vn > n M . 

• Để chứng minh lim u n = -00 ta chứng minh lim(-u n ) = +00 . 

• Một dãy số nếu có giới hạn thì giới hạn đó là duy nhất. 


Ví dụ 1. Chứng minh rằng: 


1. CÁC ví PU MINH HOA 


2. lim 


n -1 1 


n + 1 2n 2 +l 2 Vn 2 +1 

Ví dụ 2. Chứng minh rằng dãy số (u n ): u n = (—l) n không có giới hạn. 

Ví dụ 3. Chứng minh các giới hạn sau: 


1. lim 


n z +1 


2. lim 


2-n _ 

^ = 


Bài 1 Chứng minh rằng: 


II. BẢI TẢP TƯ LUÂN Tơ LUYÊN 


2. lim —— = 0 (keN*) 


. sin n 
3. lỉm _ =0 
n + 2 


4. lim(2n +1) = +00 5. lim 2 

Bài 2 Chứng minh các giới hạn sau 


. .. 3n 3 +n 

4. lim——-— = +00 


n 2 +1 

_ 2-n 
ít /—- = ■ 

Vn + 1 


, Vn + 1 
3. lim——— = 0 
n + 2 


Bài 3 Dùng định nghĩa tìm các giới hạn sau : 


Bài 4 Tìm các giới hạn sau 

1 A _!• n-2yfn 
1. A = lim- 


3. c = lim — 


2n 

1 


4. D = lim- 


n 2 +1 

nsinn-3n 2 
4n + l 


n 2 + 2*Jn + 7 Vn 2 +3n + 2 

Bài 5 Chứng minh rằng dãy số (u n ): u n = (—l) n n không có giới hạn. 
Bài 6 Chứng minh các giới hạn sau: 

1. lim^— = 0 2. lim\/ã = l với a>0 

n! 

Bài 7 


\ 

sao cho 

_ J 
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1. Nếu dãy số (x ) có giới hạn hữu hạn là a thì dãy số các trung bình — + * 2 + '" + x n cũng c 5 giới hạn là a . 

I n J 

2. Dãy số (x n ) thỏa mãn diều kiện 1 < X 1 < 2 và x n+1 = 1 + x n — ^x^,Vn e N ■ Chứng minh rằng dãy số đã cho hội ti 


Vấn đề 2. Tìm giói hạn của dãy số dựa vào các định lý và các giói hạn cơ bản 


Phương pháp: 

Sử dụng các định lí về giói hạn, biến đổi đưa về các giới hạn cơ bản. 

• Khi tìm lim-^ị ta thường chia cả tử và mẫu cho n k , trong đó k là bậc lớn nhất của tử và mẫu. 

g(n) 

• Khi tìm lim^f(n) - nýg(n) J trong đó limf(n) = limg(n) = +00 ta thường tách và sử dụng phương pháp nhân 
lượng hên hơn. 


1. CÁC ví PU MINH HOA 

Vl + 2 + ... + n -n 

2. B = l«t i - 

sJl 2 +2 2 + ... + n 2 +2i 


Ví dụ 1. Tìm các giới hạn sau : 

nẠ + 3 + 5 + ... + (2n - 1) 

1. A-lim —— - 

2n 2 +1 

Ví dụ 2. Tìm các giới hạn sau : 

- 1,1.1. 1 1 

2. D = lim - 

[1.2 2.3 3.4 n(n + l)J 

Ví dụ 3. Tìm các giới hạn sau : 

1 A 4 n+1 -5 n+1 , 4.3 1 

1. A = lim—-——-— 2. B = lim—- 

4 n +5 n Ị 

Ví dụ 4. Tìm giới hạn sau :C = lim|Ịl--^-jỊl--^-j...^l--^- 

II. BẢI TẢP TƯ LU> 

lì ì 1 Tìm rrirvi Vion non • 


Bài 1 Tìm các giới hạn sau 

, A _2n 2 + 3n +1 

1. A = lỉm 

3n 2 - n + 2 
Í2n 2 +l) 4 (n + 2) 9 

3 - C ^ lim X 

Bài 2 Tỉm các giới hạn sau : 

1. A =limf Vn 2 +6n -n 

3. c = li 

Bài 3 Tìm các giới hạn sau: 


II. BẢI TẢP TƯ LUÂN Tơ LUYÊN 

, „ ,. V n 2 + 2n 

2. B = lim 



^2n 4 +n + 2-n 



2. B = lim^n 3 +9n 2 - nj 

4. D = limị^>/n 2 T2n-^n 3 +2n 2 J. 
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2. B = limí V2n 2 +1 - n 


4. D = lim — 


a k n +... + a 1 n + a n 


1. A = limỊVn 2 +2n + 2 + nj 

, a/ 3n 3 +1 -n 

3. c = lim . - 

V2n 4 +3n + l + n b p n p +... + b 1 n + b 0 

(Trong đó k,p là các số nguyên dưong; a k bp ± 0). 

6. B = limịVn 2 +n-l + nj 


5. A = limỊn 3 -2n + lj 

7. c = limỊa k n k + a k _ 1 n k_1 +... + a 0 j với a k íO 
3/71 


8. D = limị^2n - ym +lj 
3n 3 + n -1 


9. E = lim — 

(2n-l)(n + 3) z 

11 . H = limỊVn 2 +n + l-nj 

13. N = lim^Vền 2 + 1 - ^8n 3 + n j 

14. K = lim^\^rĩ 3 +n 2 -1 -3n/ 4n 2 + n + l +5nj. 

Bài 4. Tìm các giới hạn sau 

1. A =lim - 
l-3n 

« n n 3 +1 

3. C -lim———-—— 
n(2n + l) 2 

c c _ Vr* 3 + 2n +1 

5. E = lim-— - 

n + 2 

7. M = limỊVn 2 + 6n - 

9.H = limnỊ^8n 3 +n -yỊịn 2 + 3 j 

Bài 5 Tìm các giới hạn sau 
. . 2n 3 + sin2n-l 


10 .F = lim^^Ì 

(n 2 + 2) 5 

12. M = limỊ^l-n 2 -8n 3 +2nj 


. _ .. 4n 2 +3n + l 

2. B = lim-——— 

(3n-l) 2 

J . n 3 -3n 2 +2 




^3n 3 +n -n 

8. N = lim|^n 3 + 3n 2 + 1 - nj 
12 n -3 n 

10. K = lim ' 4 — . 

2 n+1 + 3 n+1 

2. B = lim-j=== ? 

V n 3 +2n 


3. c = lim 


3.3 n +4 n 


V 3- + 4 n+ 

5. E = lim(Vn 2 + n + l -2n) 

7. H = lim(Vn 2 + ĩ - ựn 2 -l) 

Bài 6. Tìm giới hạn của các dãy số sau 

1 u 1 ^ J__ + + _1_ 

n ~2ylĩ + 42 3\Í2 + 2\Í3 (n + l)Vn+nVn + l 


n 2 (V3n 2 +2-V3n 2 -l) 
6. F = lim ^Vn + 1 + nj 
8. K = limn(Vn 2 + l-nì. 


_(n + l)VĨ 


l á +2 3 +... + n 3 
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3. u n = (1 - -Ị-)(l - -Ị-)...(l - -Ị-) trong đó T n = n ^ n + 1) . 

1 2 1 n 2 


4. u n 


2-1 3-1 n 3 -l 


2 3 +1 3 3 + 1 n 3 +1 
6. u n = q + 2q 2 +... + nq 11 vói |q| < 1 

Bài 7 Tìm các giới hạn sau: 

, . a k .n k +a k _ 1 : 

1. A = lim K —— 


5. u n = £■ 

k=1 


2k-l 
k=l 2 


_ X-I n 

7 - U n = ỵ -^T 

k=in +k 


a k .n +a w n + ... + a 1 n + a 0 ... , „ 

K - K 1 _ - - - -— với a v b n * 0 

bp.n p +bp_ 1 n p 1 +... + b 1 n + b 0 

'In 6 + n +1 - Wn 4 + 2n -1 


2. B = lim—-—-^2— 

(2n + 3) 2 

3. c = limịV4n 2 +n + l -2nj 

4. D = lim í Vn 2 + n + 1 - 2\/n 3 + n 2 - 1 + nì 


1. Cho các số thực a,b thỏa |a| < 1; |b| < 1. Tìm giới hạnl = lim 


1 + a + SL +... + CÌ 

l + b + b 2 + ... + b n 


1 2 

2. Cho dãy sô (x n ) xác định bởi X 1 = —,x n+ | = + x n ,Vn > 1 

Đặt S n =——— + —-!— + ••• + —Tính limS n . 

x^ + 1 X 2 + 1 X n + 1 

12 k 

3. Cho dãy (x k ) được xác định như sau: x k = Ỹị + -^ị +... + ——— 


Tìm limu n với u n = ĩịỊx^ +x” + ... + X2C 

4. Cho dãy số (u n ) được xác định bởi: 


2011 • 

Un =2011 


1 . Tìm lim —S-. 


5. Cho dãy số (u n ) xác định bởi: u n = Vn + 2 — 2Vn + 1 + x/ĩĩ .Đặt S n = U 1 + u 2 H-h u n . Tìm limS n . 

ftx 1 = 1; / \ 

6. Cho dãy (u ) xác định như sau: ị u 2 . Tìm lim . 

1 U " J 

7 . Cho dãy số (u n ) với u n = . Dãy (s n ) được cho bởi s n = X u i • Tìm lims n . 


8. Cho dãy số (u ) được xác định bởi: u + II 2 — 8 .Xét sự hội tụ và tính giới hạn sau nếu tồn 

[ U n + 1 = n 5 -, (n > l,n e N) 

. .. . AUj-2 

tại: lim V-t—- . 

n ->“Ếíu?+l 

Bài 9 Cho dãy số (u„) xác định như sau: Ui =2 và =-^TT + TTTT' u„ với n = 1,2,3,... 
y y n) ì 1 n+1 2011 2011 n 

1. Chứng minh (u n ) là dãy số tăng và không bị chặn trên. 
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2. Tính lim V— — . 

n^Ếíu i+1 -l 

Bài 10. 


1. Cho dãy số (x n ) được xác định như sau: X 1 = l,x 2 = 2,x n+ 2 = ^x n+1 + Vn > 1. 
Chứng minh rằng dãy số đã cho có giới hạn và tìm giói hạn đó. 

2. Cho dãy số (u n ): u n = fl + —1 . Chứng minh rằng dãy (u n ) có giới hạn hữu hạn. 


[ u z +u n +l 

Chứng minh rằng dãy (u n ) có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 

4. Cho dãy số (u n ) thỏa: u n + u n+1 > 2u n+ 2 và dãy (u n ) bị chặn. Chứng minh rằng dãy (u n ) tồn tại giói hạn hữu và tìm 
giới hạn đó. 

íu 0 = l,u 1 = 5 

5. Cho dãy (u n ) được xác định bởi: ị u 1 + ^u 2 +6 ■ Chứng minh rằng dãy (u n ) có giới hạn hữu hạn và tìm giới 

h +2= 3 

hạn đó. 

Í U 1 =1 

6. Cho dãy số (u n ) thỏa mãn: \ u 2 + 4u n +1 . Chứng minh dãy số (u n ) có giới hạn hữu hạn. Tìm giới 

K+l- 2| | - ^>1 

[ u z +u n +l 

hạn đó. 

. x , Íx 1 =1;x 2 =2 . , , . 

7. Cho dãy sô (x ) sao cho < I -. Chứng minh dãy sô trên có giói hạn và tìm giới hạn trên. 

K + l=V 4x n +3x n-l 

Bài 11. Cho dãy số (x n ) xác định như sau: Xq = n/ 2011, x n+1 = —Vn = 0,1,2,... 

1 + x 2 

1. Đặt u n = x 2n , Vn = 1,2,3,... Chứng minh dãy (u n ) có giói hạn hữu hạn. 

2. Chứng minh rằng dãy (x n ) cũng có giói hạn hữu hạn. 

Bài 12. Tìm limu n biết: 

n.-i/ĩ + 3 + 5 4-... + (2n — 1) -v/l + 2 

1. u n =—--—-- 2 . 0 = lim -7 

“ 2n 2 +1 ” % 

11 1 


+ ... + n -n 


1 +2 +... + n +2n 


3 ' Un 2x/ĩ + v/2 ^372+2^3 (n + l)Vn+nVn + l 

4. u n = (1 - ^-)(1 - -^)...(1 - Ậ-) trong đó T n =^^. 


5 u - 2 ~ l 3 -Ị n -Ị 
n _ 2 3 +l - 3 3 +l ”"n 3 +l 

7. u n = q + 2q 2 +... + nq n với |q| < 1 


, V"' 1 2k — 1 

6. u„ = > ———- 

n ok 

k=i 2 

*^=ị-±T 

k=m z +k 

10 . u n = ^ 2 ^ 2...^2 . 


k-l V n + k n dau can 

Bài 13. Cho dãy số (x n ) thỏa mãn x n = 2n + a^8n 3 +lVn G N , a là số thực cho trước. 

1. Tìm điều kiện của a đế dãy số trên có giói hạn hữu hạn. 

2. Tìm điều kiện của a sao cho dãy số trên là dãy số tăng. 
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Bài 14. Cho số thực a và xét dãy số (x n ) với 


X 1 =a 

= X 2 -2x +2 


(n gN* ). 


1. Với a e (1;2). Chứng minh 1 < X n < 2 với mọi n e N và (x n ) là dãy số giảm. 

2. Với a e [1; +CO). Tùy vào giá tri của a , tìm giới hạn của (x n ). 

Bài 15. 

1. Gọi (u n ) là dãy số xác định bởi U 1 = Ệ; u n+1 = “ + ^-^/3u n . Tìm limu n . 

2. Giả sử f(x) là hàm số được xác định trên tập số thực R và thỏa mãn bất phương trình: 9f (4x) > 4 + 4^12f(3x) - 9f(4xj . 
Chứng minh: f (x) > u n Vn e N;x e M . Từ đó hãy suy ra f (x) > ^. 

í x i=a;yi=b; Zl =c 

3. Cho các dãy số (x n ),(y n ),(z n ) được xác định như sau: t y + z z + X X,, . + y - 

x ỊÕỆịti 1 ' —S-L y = n 1 n 1 

I n 2 : 2 n 2 

Chứng minh rằng các dãy trên cùng hội tụ về giá trị a + k + c . 


5. Cho a > 2 và dãy số (x n ) với 


2 X n+1 ~~ lP X n + 


n + 3 • 


a) Chứng minh : x n > 1, với nef 

b) Chứng minh dãy số (x n ) có giới hạn và tìm giới hạn đó. 

Bài 16. 

í _ 3 

a l= a 2 = 2 

1. Dãy số (a n ) được xác định bởi: j 2 

—' Vr 

l ^n—1 

của dãy số đó. 


. Chứng minh rằng dãy số (a n ) hội tụ và tìm giới hạn 


, U 1 = i " 1 

2. Cho dãy số (u„) được xác định như sau ị I - .Đặt v„ = > ’———. Tìm 

[u n+1 = N /u n (u n +l)(u n +2)(u n +3) + l; n = l,2„. n ^Uị+2 

lim v n . 

í 1 

X 1 - 2 , n ị 

3. Cho dãy (x n ) : < ■“ _ . Chứng minh rằng dãy (y n ) xác định bởi y n = X 2 c ° 

[ X n=^ X n-l+4x n _ 1+ X n ^ 1 J / Vn>2 i=l x ĩ 

hạn và tìm giới hạn đó. 

4. Cho a,b e jV*,(a,b) = l;n e Ịab + l,ab + 2,...|. Kí hiệu r n là số cặp số (u,v) G N* X N* sao cho n = au + bv. Chứng 

minh rằng lim — = -Ị-. 

n >x n ab 

Bài 17. 

trong đó a là số thực. Đặt y n = Vn > 1. Tìm a 


(2 + cos 2a)x n + cos 2 a 


1. Cho dãy (x„) :x. =1; x„ = ..... _ _ . 

(2 - 2 cos 2a)x n + 2 - cos 2a 

để dãy số (y n ) có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 

2. Cho c là một số thực dương. Dãy (x n ) được xây dựng như sau: x n+1 = yịc-yịc + x^, n = 0,1,2.. nếu các biểu thức 
dưới dấu căn không âm. Tìm tất cả các giá trị của c , để với mọi giá trị ban đầu x 0 e (0;c), dãy (x n ) xác định với mọi n 
và tồn tại giới hạn hữu hạn. 
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III. BẢI TẢP TRẮC NGHIÊM TƯ LUYÈN 


Vấn đề 1. DÃY SỐ DẠNG PHÂN THỨC 


A. -2. 


1.3. 


c. 0. 


D. ị 

3 


Câu 2. Có bao nhiêu số tự nhiên chằn k để 

n — 2yjn* cos— ì 
n__± 

2 ' 

B. 1. c. 4. D.Vôsố. 


lim — 


A. 0. 


Câu 3. Ket quả của giới hạn lim 
A. 1. B.o. 


3sinK + 4cos« , Ị 
-——- băng: 

C.2. D. 3. 


Câu 5. Kết quả của giới hạn lim ịn 2 sin-^— 2 n 3 j là: 


A. - 00 . B. -2. c. 0. D. 4 

Câu 6. Giá trị của giới hạn lim 4 + -—bằng: 

1 n +11 

A. 1. B.3. C.4. D.2. 

Câu 7. Cho hai dãy số («„) và (v„) có u n — 


(- 1 )" 


1 

V ”~ n 2 +2 
A.3. 


Khi đó lim ( u n + V H ) có giá trị bằng: 


Câu 8. Giá trị của giới hạn lim— 


Câu 9. Giá trị của giới hạn lỉm T—ị — —— bằng: 

n +3« —1 


c.f. 

3 


Câu 10. Giá trị của giới hạn lim-^ 


c.ị D. ị 

7 4 


Câu 11. Giá trị của giới hạn lim 


Ww +1 ì 


Câu 12. Cho hai dãy số (u) và (v„) có u „=—— và 

\ n) \ n) n n + ỉ 

2 V ì 

V =-—. Khi đó lim— có giá trị băng: 

n + 2 u n 

A. 1. 


B.2. 


c. 0. 


D.3. 


Câu 13. Cho dãy số ( u n ) với u n = trong đó a là tham 

5n + 3 

số thực. Để dãy số (u n ) có giới hạn bằng 2 , giá trị của a là: 

A. a = 10. B. a — 8. c. a = 6. D. a — 4. 

Câu 14. Cho dãy số (u n ) với u n = trong đó b là tham 

số thực. Để dãy số (u n ) có giới hạn hữu hạn, giá trị của b là: 

A. b là một số thực tùy ý. B. b — 2. 
c. không tồn tại b. D. b — 5. 

n 2 + K + 5 


Câu 15. Tính giới hạn L = lim- 


2n 2 +1 


Câu 16. Cho dãy số (u) với u = X—rr~ - Để dãy số đã 
an +5 

cho có giới hạn bằng 2 , giá trị của a là: 

A. a — — 4. B. a — A. c. a — 3. D. a — 2. 

Câu 17. Tính giói hạn L = lim—”—^——. 
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B .L = ị. C.L = ị. D. L — 0. 
5 2 


Câu 18. Tìm tất cả các giá trị của tham số a để 
5« 2 — 3 an 4 


L = lim 


(1 —ữ)« 4 + 2« + l 

A. a< 0;a > 1. B. 0 < a < 1. 

c.fl<0;a>l. D. 0 < ÍZ < 1. 

Í2n-n 3 )(3n 2 +l) 
Câu 19. Tính giới hạn L = lim —-- 7 ——— 


3 

A. L = ~. B. L = l. c. L — 3. Đ. L — + 00 . 
2 

{n 2 — 2«)(2« 3 —1)(4« —5) 
Câu 20. Tính giới hạn L = lim-——— 7 -— _ ' ———. 

ị/; ; -3«-l)(3n' -7) 


B. £f= 1. c. L = \ 


.. , .. ^ 4-1 

Câu 21. Tính giới hạn L = lỉm 3 = 


A.L = ị. B. L — l. 
2 


_ w 3 _2i 

Câu 22. Kêt quả của giới hạn lim -2 ——- 
1 — 3n 


ị/n + s 
c. L = - 

n 3 -2n 


A.-ị. 

3 


c. 


Câu 23. Ket quả của giới hạn lim 


2n + 3n 3 


An 2 + 2« + l 

c.o 

3 n — n 


Câu 24. Kết quả của giới hạn lim —^— rì — là: 

— s 


4«-5 

c. 


Câu 25. Trong các giới hạn sau đây, giới hạn nào bằng 0? 


. 3 + 2« 3 

A. lim————. 
2n 2 —1 


—2n 3 —4 


Câu 26. Dãy số nào sau đây có giới hạn bằng — Ỷ ? 


Au- nl ~ ln 
3 n 2 + 5 


B. ,+ !"r!- 
3« 3 + 2« — 1 


c. M„ = 


« 2 — 3« 3 


D. u„ = - 


2 + 2n — 5 


9« 3 + « 2 — 1 " 3« 3 + 4« —2' 

Câu 27. Dãy số nào sau đây có giới hạn là +00 ? 


A.„.=t±+. 

• 5n + 5 


5« + 5 n 3 


c. u = - 


2 -2n 
5 n + 5« 2 


D. 


1 + 2« 

5« + 5« 2 


Câu 28. Dãy số nào sau đây có giới hạn là — 00 ? 
1 + 2 « 


A. 


^ _« 3 + 2 « —1 

5« + 5« 2 " -« + 2« 3 


c. u ,=ặfỊg-.D.«.= 4 f^. 

« +2« 3 5« + l 


Câu 29. Tính giới hạn L — lim(3« 2 + 5« — 3 ). 

A. L — 3. B. L = — 00 . C.L = 5. D. L = +oo. 

Câu 30. Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số a thuộc 
khoảng (—10;10) để L — lim(5«-3(a 2 -2]« 3 ) = -00 . 

A. 19. B.3. C.5. D. 10. 

Câu 31. Tính giới hạn lim(3« 4 +4« 2 — « + lj. 

A. L = 7. B. L = - 00 . c. L — 3. D. L = + 00 . 

Câu 32. Cho dãy số («„) với u n = yj 2+(V2j + ... + (>/ 2 ) . 

Mệnh đề nào sau đây đúng ? 


A. lim u — — 00 . 


c. lim u — + 00 . 


Câu 33. Giá trị của giới hạn lim 


B. lim«„ = — —Ị=. 

1-V2 

D. Không tồn tại lim u n . 

13 , « 

—+ 1 + — + ... + — 

—- ị— -— bằng: 


GIẢNG DẠY: NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


- 0940708480 



TÀI LIỆU TOÁN 11 


NĂM HỌC 201« 


í 1 2 n- lì, 

Câu 34. Giá trị của giới hạn lim —- + —Y +... + , bằng: 

[n n n ) 


Câu 35. Giá trị của giới hạn lim 


c. 7 


1 + 3 + 5H-h(2w + l)' 

3n 2 +4 


3' 

1 , 1 


Um 1.3 + 3.5 + "' + (2«-l)(2« + l)J 


A. I. 
2 


{U + 23 + - 

..H—7-r lá: 

»(» + !)] 

Câu 43. Kêt quả của giới han lim—■ 

V3/Í 4 + 2 

c. 0 . 

D. -00. 

A.+. B. —. C.-Ể-. 

3 2 3 

ị của 

-ttÌ bằng: 

giới hạn 

Câu 44. Kết quả của giới hạn lim 1^4 ĩĩ là: 

\]2n + 5 


Câu 38. Giá trị của giới hạn lim -1— + -1- +.H— 

1.4 2.5 n[n + 3) 


A. 11. 
18 


1 +2 +... + K 


Câu 39. Giá trị của giới hạn lim 

nyn +a| 

A.4. B. 1. c. 1. D. 1. 

2 3 

Câu 40. Cho dãy số có giới hạn (w n ) xác định bởi 

-1 

n ~ 2 

J . Tính lim . 

M " +1 = 2 — u n ’ n - 1 

A. lim K = — 1. B. lim u — 0. 


c. limw„ = 4. D. limtt„ = 1. 

2 

Câu 41. Cho dãy số có giới hạn xác định bởi 

u x = 2 

M _l_l . Tính lim u n . 
u ” +1 = \ ’ ” - 1 


A. lim u mị. B. limw = 0. 


c. limw = 2 . 


Câu 42. Kết quả của giới hạn lim ^ n 1 bằng: 

An -2 


c. + 00 . D. 1. 


Câu 45. Kết quả của giới hạn lim ^4=1=1 —— bằng: 

yỊn + l + n 


Câu 46. Biết rằng lim --fỉ==^=l-^ = asm^- + b. Tính 

V« 2 -«-2 4 

5 = fl 3 + è 3 . 

A. 5 = 1. B. 5 = 8. c. 5 = 0. D. 5 = — 1. 

Câu 47. Kết quả của giới hạn lim Ị— ^ _ là: 

v« 4 +« 2 +1 

A. + 00 . B. 10. c. 0 . D. - 00 . 

Câu 48. Kết quả của giới hạn lim(« + l) 2w + 2 là: 

V n +n — 1 

A.+ 00 . B. 1. c.o. D.- 00 . 
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Câu 49. Biết rằng lim = 7 = byỊĩ 4 - c với a, ố, c là 

V3« 2 — « + 2 

các tham số. Tính giá trị của biểu thức p — a ' c . 

b 


A. p = 3. B. p = —. c.p = 2. 

3 

D. p — 

2 

Câu 50. Kết quả của giới hạn lim ^/200 — 3 n 5 

+ 2 n 2 là: 

A.+ 00 . B. 1. c.o. 

D. - 00 . 

Vấn đề 2. DÃY SỐ CHỨA CẰN THỨC 

Câu 51. Giá trị của giới hạn lim Ụn + 5 + bằng: 

A. 0. B. 1. c. 3. 

D. 5. 

Câu 52. Giá trị của giới hạn lim |V« 2 —n + ỉ 

-”) là: 

A. B. 0. c. 1. 

D. — 00 . 

2 


Câu 53. Giá trị của giới hạn lim Ụn 2 —ĩ — \f, 

ĩn 2 + 2j là: 

A. -2. B. 0. c. - 00 . 

D. + 00 . 

Câu 54. Giá trị của giới hạn lim Ụn 2 +2 n — 

\Jn 2 — 2«j là: 

A. 1. B. 2. c. 4. 

D. + 00 . 

Câu 55. Có bao nhiêu giá trị 

của a 

lim Ụn 2 + a 2 n — yịn 2 +(a + 2)« + lj = 0. 


A. 0. B.2. c. 1. 

D.3. 

Câu 56. Giá trị của 

giới 

limỊV2« 2 -n + \ - ^2n 2 -3« + 2j là: 


A. 0. B. A c. - 00 . 

D. + 00 . 

2 



Câu 57. Giá trị của giới hạn lim Ụn 2 + 2n — \ — yjln 2 +nj là: 

A. -1. B. 1-JĨ. c. - 00 . D. + 00 . 

Câu 58. Có bao nhiêu giá trị nguyên của a thỏa 
limỊVra 2 — Sn — n + a 2 j = 0. 


NĂM I1ỌC 2018 


A. 0. B.2. c. 1. 

D. Vô số. 

Câu 59. Giá trị của giới hạn lim Ụn 2 — 2n + 3 

-nj là: 

A. -1. B. 0. c. 1. 

D. + 00 . 

Câu 60. Cho dãy số (u n ) với u n — yjn 2 +an + 5-^n 2 +ỉ , 

trong đó a là tham số thực. Tìm a để lim u n — 

-1. 

A. 3. B. 2. c. -2. 

D. -3. 

Câu 61. Giá trị của giới hạn lim Ị \Ịn 3 +1 — \fr? 

+ 2j bằng: 

A. 3. B. 2. c. 0. 

D. 1. 

Câu 62. Giá trị của giới hạn lim ị\ln 2 — n 3 + nj 

là: 

A. —. B. + 00 . c. 0. 

3 

D. 1. 

Câu 63. Giá trị của giới hạn lim ịịln 3 — 2n 2 — r, 

] bằng: 

1 2 

A. -. B. c. 0. 

D. 1. 

3 3 


Câu 64. Giá trị của giới hạn lim ịyfn Ụn + l — v« — l)Ị là: 

A. -1. B. + 00 . c. 0. 

D. 1. 

Câu 65. Giá trị của giới hạn lim ịyfn Ụn + 1 — \fn jj bằng: 

A. 0. B. -. c. -. 

D. -. 

2 3 

4 

Câu 66. Giá trị của giới hạn limỊ«ỊV« 2 +1 - y 

^n 2 - 3 jỊ bằng: 

A. -1. B. 2. c. 4. 

D. + 00 . 

Câu 67. Giá trị của giới hạn lim|«ỊV« 2 +n + \ - v« 2 +« — óỊỊ 

là: 


A. yỊĨ—l. B. 3. c.-. 

2 

D. + 00 . 

Câu 68. Giá tri của giới han lim 1 —■== 

-là: 


+ 4 

A. 1 . B. 0. c. - 00 . 

D. + 00 . 
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Câu 69. Giá trị của giới hạn lim 


J9n 2 — « — 7« + 2 


3« —2 

0. c. 3. D. + 00 . 

1 


Câu 70. Giá trị của giới hạn lim 

\Jn â +1 —n 

A. 2. B. 0. c. - 00 . D. + 00 . 

Vấn đề 3. DÃY SỐ CHỨA HÀM LŨY THỪA 


Câu 71. Kết quả của giới hạn lim 


2 — 5 n+2 


A. -ạ 
2 


3"+2.5" 

c. 1. 


_ . 3" -2.5" +1 V 

Câu 72. Kêt quả của giới hạn lim 2 „+i y, băng: 


A. -15. 


Câu 73. Ket quả của giới hạn lim 
A. 0. B. 1 


-10. c. 10. D. 15. 
3" — 4.2" +1 —3 


3.2"+4" 
c. — 00 . D. + 00 . 
3” —1 


Câu 74. Kết quả của giới hạn lim — ủ 2 y —ĩ 


A. -Ị 
Câu 75. Biết rằng 


1 


lim 


75. Biết rằng 

(V5)”-2" +1 +l I 2n 2 +3 
5.2” + (V5p--3 « 2 - 1 

giá trị của biểu thức s = a 2 4 


= Ĩ2ỈẾ. q. c với a, b, c G z. 
b 


Tính giá trị của biểu thức s = a 2 + b 2 + c 2 . 

A. s = 26. B. s = 30. c. s = 21. D. s = 31. 


n " _l_ 3” _|_ 2 ỉn 

Câu 76. Ket quả của giới hạn lim--—— ~ là: 

37r” — 3" + 2 ” 


A. 1. 


c. + 00 . 


D. ị. 


Câu 77. Kết quả của giới hạn lim Ị 3 " — 75 j là: 

A. 3. B. —75. c. — 00 . D. + 00 . 


Câu 78. Kết quả của giới hạn lim (3 4 .2" +1 — 5.3") là: 
A.Ạ B.-1 C.- 00 . D.Ỉ 


Câu 79. Kết quả của giới hạn lim 
A. 0. B. 1 

Câu 80. Kết quả của giới hạn lim 


3" — 4.2” +1 — 3 u 
3.2«+ 4" 

c. — 00 . D. + 00 . 

2" +1 +3«+ 10 ,, 


A. + 00 . 


c. 


3 « 2 — n + 2 
3 


Câu 81. Tìm tất cả giá trị nguyên của a thuộc (0;2018) để 


4" +2" + 


V 3" + 4 n+a 1024' 

A. 2007. B. 2008. c. 2017. D. 2016. 


Câu 82. Kết quả của giới hạn lim ” +2n ( ) bằng; 

3 n - 1 3" 


A.ệ. B. -1. c. ị. 
3 3 


Câu 83. Kết quả của giới hạn lim 


A. B. 73. c. 75. D. -Ị. 

2 

Câu 84. Có bao nhiêu giá trị nguyên của a thuộc (0;20) sao 


73 « +(-l)” cos3«ì , . 

—- bằnỉ 

v« — 1 


cho lim 2 — ^~~2" ^ m< ^ t nguyên- 


A. 1. 


c. 2 . 


D. 4. 


Câu 85. Kết quả của giới hạn lim72.3" —« + 2 là: 

A. 0. B. 2. c. 3. D. + 00 . 

Vấn đề 4. TỎNG CỦA CẤP SỐ NHÂN LÙI VÔ 
HẠN 

Câu 86. Tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn bằng 2 , tổng của 

, . _ . 9 

ba sô hạng đâu tiên của câp sô nhân băng -- . Sô hạng đâu u, 
4 

của cấp số nhân đó là: 
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9 

A. Uị = 3. B. «! = 4. c. «1 = 2 ' D* «! = 5. 

Câu 87. Tính tổng 5 = 9 + 3 + 1 + 4 + 4 h -h-4= -ị — . 

39 3"“ 3 

A. 5 = Ẹ-. B. 5 = 14. c. 5 = 16. D. 5 = 15. 
2 

Câu 88. Tính tổng 5 = V 2 1 + 4 + Ậ + Ậh-I-ttH— • 

[ 2 4 8 2" ) 


A. 5 = V 2 +I.B. 5 = 2. c. 5 = 2^2. D. 5 = ị. 

2 

_ , „ .2 4 2 " 

Câu 89. Tính tổng S = l + y + -ỹ4-f T— . 

A. s — 3. B. 5 = 4. c. 5 = 5. D. 5 = 6. 

Câu 90. Tổng của cấp số nhân vô hạn — } n _i .••• 
2 6 18 2.3" 

bằng: 


c. 5 = 1 ■ D. 5 = tan 2 *. 

1 + sin X 

Câu 95. Thu gọn 5 = 1 — tan a + tan 2 a — tan 3 (V +... với 

0<a<^~. 

4 

A.5 = - 1 ■ B.5 =_ COSQ v 

1 “ tana V2 sin Ịa + ^ j 

c. 5 = tanQ . D. 5 = tan 2 a. 

1 + tan a 

Câu 96. Cho m, n là các số thực thuộc (— 1; 1) và các biểu thức: 
M = 1 + ot + ot 2 +ot 3 +--- 
N = l + n + n 2 +n ĩ -ị — . 

A = l + mn + m 2 n 2 + m V + • • • 

Khẳng định nào duới đây đúng? 


A. 


3 

4' 


B. 


8 

3' 


c. 


2 

3' 


D. 


3 

8 ’ 


A. A = 


MN 

M + N -1 


B. + = 


MN 

M + N + l' 


C»u91.™nỗng S = Ịỉ-ỉỊ + Ịỉ-ỉỊ + ... + |4—ij + .... 


A. 1. B. ị. c. ị. 

3 4 

Câu 92. Giá trị của giới hạn 

(H <l,iậkl) bằng: 
l + b + b 2 +... + b" yị ' 11 ; 


1 -b 
ỉ — a 


l-b 


D. Không tồn tại. 


Câu 93. Rút gọn 

5 = 1 + cos 2 X + cos 4 X + cos 6 x-ị -1- cos 2 " x-ị — với 

cos* ^ ±1. 


A. 5 = sin 2 X. 
c. 5 = —. 


B. 5 = cos 2 X. 

D. 5 = — l — 
sur X cos X 

Câu 94. Rút 

5 = 1- sin 2 X + sin 4 X - sin 6 x-\ -1- (— 1 )”. sin 2 " X + -- 

sin* # ±1. 


Câu 97. Số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,5111 • - - đuợc biểu 

diễn bởi phân số tối giản ^. Tính tổng T = a+b. 
b 


A. 17. B. 68. c. 133. D. 137. 

Câu 98. Số thập phân vô hạn tuần hoàn A = 0,353535... đuợc 

biểu diễn bởi phân số tối giản ^. Tính T — ab. 

b 

A. 3456. B. 3465. c. 3645. D. 3546. 

Câu 99. Số thập phân vô hạn tuần hoàn B = 5,231231... đuợc 

biểu diễn bởi phân số tối giản ^. Tính T — a — b. 

b 

A. 1409. B. 1490. c. 1049. D. 1940. 

Câu 100. Số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,17232323... đuợc 

biểu diễn bởi phân số tối giản ^. Khẳng định nào duới đây 
b 

đúng? 

A. a — b>2 15 . B. a — b>2 u . 
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c. a-ồ>2 13 . Đ.a-b>2 n . 
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1. GIỚI HẠN DÃY SỐ 


Vấn đề 1. Tìm giới hạn bằng định nghĩa 


Các ví dụ 


Ví dụ 1. Chứng minh rằng: 
n + 2 

1. lim 7 =1 

n + 1 


2. lim- 


Z -1 _1 
~2n 2 +l 2 


1 


Lòi giải. 

1. Với a > 0 nhỏ tùy ý, ta chọn n a > — -1, ta có: 
1 


n + 2 jL < 

n+1 n+1 


-<a với Vn>n, 


+ 1 


, n+2 , . n + 2 

Suy ra lim —— -1 = 0 => lim = 1. 

n+1 n+1 


2. Với a > 0 nhỏ tùy ý, ta chọn n a > ^ị— -1, ta có: 

I n 2 -1 l|_ 3 _ 3 _.. w _ 

—õ-— = —r-< —-< a với Vn > n 

12n 2 +1 2ị n 2 +1 n 2 +l 

Suy ra lim n - q = 0 => lim n ~ 1 = ị. 

|2n 2 +l 2| 2n 2 +1 2 

[9 7 

3. Với a > 0 nhỏ tùy ý, ta chọn n a > —- -1, ta có: 


1_2n i'*!- 

l-2n + 2"v/n 2 +1 

Jl-2n + 2(n + l) 3 

\Jn^ĩ 1 


vt 2 ^! aÍTTĨ 


- < a với Vn > n. 


„ 1 l-2n _ „ l-2n 

Suy ra lim . —-= + 2 =0=>lim-p =-2 . 

|Vn 2 +l I V n 2 +l 


Ví dụ 2. Chứng minh rằng dãy số (u n ): u n = (-l) n không có giới hạn. 


Lòi giải. 

Ta có: u 2n = 1 => lim u 2n = 1; u 2n+1 = -1 => lim u 2n+1 = -1 

Vì giới hạn của dãy số nếu cỏ lả duy nhất nên ta suy ra dãy (u n ) không cỏ giới hạn. 


Ví dụ 3. Chứng minh các giới hạn sau: 
n 2 +1 




Lòi giải. 

1. Với mọi số thực dương M lớn tùy ý, ta có: 

|n 2 +11 2 M + Vm 2 -4 

n 2 


M + vM 2 -4 


Do đó: lim—-= +00 . 

n 

2. Với mọi M > 0 lớn tùy ý, ta có: 


n 2 +1 


> M, Vn > n 0 
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n ~2 w/r * ~ _ m+Vm 2 +8 

> M <=> n - Mvn - 2 > 0 <=> n > I-- 

Vn 


Ta chọn r 


M + VM 2 +8 


thì ta có: — .— > M, Vn > n 0 
Vn 


uuuu: iuii-saggF-' =—ou ■ 

V n 

CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 
Bài 1 Chứng minh rằng: 


4. lim(2n +1) =+00 5. lim 

Bài 2 Chứng minh các giới hạn sau 


2. lim—^- = 0 (keTV*) 
1-n 2 


n +1 
2-n 

ft /== = - 

Vn + 1 


3. lim = 0 
n + 2 


Bài 3 Dùng định nghĩa tìm các giới hạn sau : 


n-2 

Bài 4 Tìm các giới hạn sau 
1. A = lim n ~ 2 ^ 


,.2n + 3 
lim——— 
n 2 +1 

nsinn-3n 2 


„ 1 „ _ 4n + l 

3. c = lim— -—=- 4. D = lỉm 

n +2Vn+7 V n 2 +3n + 2 

Bài 5 Chứng minh rằng dãy số (u n ): u n = (-l) n n không có giới hạn. 

Bài 6 Chứng minh các giới hạn sau: 

1. lim^— = 0 2. limiyã = 1 với a > 0 

n! 

Bài 7 

1. Nếu dãy số (x ) có giới hạn hữu hạn là a thì dãy số các trung bình —-—-— cũng có giới hạn là a . 

1 n J 

2. Dãy số (x n ) thỏa mãn điều kiện 1 < X 1 <2 và 

1 2 * , , 

x n + l= 1 + x n-ị x n , Vn e N . Chứng minh răng dãy sô đã cho hội tụ. Tìm limx n . 

ĐÁP ÁN 


sin n 1 1 ,, , , sin n „ 

——— <-— <-- < a Vn > n, nên có lim ——— = 0 . 

n + 2 n + 2 n, +2 n + 2 


Bài 1 : 


1. Với a > 0 nhỏ tùy ý 

ta chọn 

2. Với a > 0 nhỏ tùy ý 

ta chọn 

3. Với a > 0 nhỏ tùy ý 

ta chọn 
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4. Với mọi số dương M lớn tùy ý ta chọn n M > 2 - 


M-l 
2 

Ta có: 2n +1 > 2n M +1 > M Vn > n M =3- lim(2n +1) = +00 . 

n 2 

5. Với mọi số dương M lớn tùy ý ta chọn n M thỏa ———- > M 

n M 

M + a/m 2 +4 


Vậy lim -—— = -co. 
n 

Bài 2 

1. Với mọi a > 0 nhỏ tùy ý, ta chọn n a = \— - ll +1 


3. Với mọi số thực a > 0 nhỏ tùy ý, ta chọn 


n 2 n 2 4 

I chọn n a = -1 j + 

Vn + 1 


„ ,. Vn + 1 1 _ y/n + 1 

Ta có: ——— < —ị= < a Vn > n => lim ——— = 0 . 
n+2 Vn+1 n+2 


, 3n đ + n 


= 3n + —>M Vn>n 


Vậy lim 


3n 3 +n 


5. Với mọi M > 0 lớn tùy ý , ta chọn n M 


= Vn + l— ->Vl + n-3>M Vn>n 


Suy ra lim 


>/ím 


1. Với số thực a > 0 nhỏ tùy ý, ta chọn n > — + 2 > 2 

a 

|2n + l J_ 5 _ 5 _ 

Ta có: -2 = I ——T <——— <a Vn>n a 

|n-2 I |n-2| n a -2 

Vậy A = 2. 

2. Với số thực a > 0 nhỏ tùy ý, ta chọn n thỏa ^ n f 

n 2 +1 

^ l + Va 2 -4a + 13 
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> 1-1 
a 

a Vn > n a 

Vậy c = 1 . 

Bai 4 

l.A = ị 2. B = -3 3. c = 0 4. D = 4 . 

2 

Bài 5 Ta có: u 2n = 2n -» +co; u 2n+1 = -(2n +1) -» -00 
Do đó dãy số đã cho không có giới hạn. 

Bài 6 

1. Gọi m là số tự nhiên thỏa: m +1 > |a|. Khi đó với mọi n > m +1 


3. Với số thực a > 0 nhỏ tùy ý, ta chọn n a 
|n + 2 


Ta có: 


n + 1 


n + 1 


r-l<- 


n +1 


Ta có: 0 < 


a n 

n! 


a a a 
ĩ 2 m 


._!_„íLl£X3LÍ 

m + l n m! Ịm + 1 


Mà limí —LL = 0 . Từ đó suy ra: lim — = 0 . 

+ 1 J n! 

2. Nếu a = 1 thì ta có đpcm 

• Giả sử a > 1. Khi đó: a = Ị^l + ịyfã -1 > n ịyfã -1 j 


Suy ra: 0 < yfã - 1 < — —> 0 nên lim v/ã = 1 
n 

• Với 0<a<l thì — > 1 =>limnj— = 1 =>lim\/ã = 1. 
a Va 

Tóm lại ta luôn có: lim v/ã = 1 với a > 0 . 

Bài 7 

1. Không mất tính tổng quát ta có thể giả sử a = 0 . 

Với mọi 8 > 0 tồn tại n 0 G N* sao cho với mọi n > n 0 thì |u n | < ^ và 1- 


u, +u, +... + u 


( n_n ( 


Ve 


<8 Vn > N . 


2 

Suy ra: liàa ———-— = 0. 

2. Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp bất đẳng thức sau: 

|x - V 2 I < —, Vn > 3. 

I I 2 n 

Thật vậy ta kiếm tra đuợc ngay bất đắng thức đúng với n = 3. 

Giả sử bất đẳng thức đúng với n > 3, tức là |x n - V 2 I < — . 

I I 2 n 

Khi đó ta có: |x n+1 -V2| = i|x n -\/2||2- V 2 -x n | 
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-^|(|VĨ-x n | + |2-2VỈ|) 
/-11 1 
n < 2 2 n ” 2 n+1 ' 


Do đó bất đắng thức đúng đến n +1. 

Mặt khác do lim— = 0 nên từ bất đẳng thức trên và nguyên lý kẹp ta có lim Ịx n — V 2 j = 0 => limx n = \Ỉ2 . 


Chú ý: Ta có kết quả sau: 

Cho hàm số f: R —> M thỏa: |f(x)-f(y)| < q.|x — y| với mọi x ( yef và qe(0;l). Khi đó dãy số (u n ) được xác định bởi 
Uq = c; u n = f(u n _ 1 ), Vn = 2,3,... có giới hạn hữu hạn là nghiệm của phương trình f(x) = X . 

Sử dụng kết quả trên ta có nghiệm của phương trình f(x) = X có nghiệm là V 2 nên ta mới đi chứng minh limx = SỈ2 . 


Vấn đề 2. Tìm giới hạn của dãy số dựa vào các định lý và các giới hạn cơ bản 

Các ví dụ 


Ví dụ 1. Tìm các giới hạn sau : 



lim nVl + 3 + 5 + ... + (2n-l) 

2 B - li 

x/l + 2 + ... + n -n 

2n 2 +1 


\ll 2 +2 2 +...+ĨÌ 2 +2n 


Lòi giải. 

1. Ta có: 1 + 3 + 5 +... + 2n -1 = n 2 


Suy ra A = lim —^-= lim —— = Ậ. 

2n 2 +1 2 1 2 

n 2 


2. Ta có: 1 + 2 + - + n = n(n J~ ^ ; 

2 

l 2 I 2 2 I ... I n 2 n ( n + 1 )( 2n + 1 ) 
6 



Lòi giải. 


1. Ta có: 1-— =-A-nên suy ra 

k 2 k 2 

íl l¥l 1 l_l-3 2.4 (n-l)(n + l)_ : g#l 

l 2 2 Jl 3 2 J't n 2 J 2 2 3 2 n 2 2n 

Do vậy c = lim n + ^ 4 . 

J 2n 2 

. 1 _1 1 . 

2. 1 a có ——-— = -— -- nên suy ra 

k(k +1) k k + 1 
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11.1. 1 , 1 

—— + — + ——— +... H---—— — 1- 

1.2 2.3 3.4 n(n +1) n + 1 


Ví dụ 3. Tìm các giới hạn sau : 


4 n +7 n- 


Lòi giải. 

4 (fì _5 (4tỴ 

1. Chia cả tô và mẫu cho 5 n ta có: A = lim—-= -5 (do lim 2. =0). 


2. Ta có: B = lim- 


1 7 ) 7 2 


Ví dụ 4. Tìm giới hạn sau : c = lim Ịl-^-jỊl--^-j...Ịl —Y 


Lòi giải. 

1 _(k-l)(k+l) __ 

Ta co: 1 —— =-4-nên suy ra 

V 2 V 2 


k z k z 

1 "Ị _ 1.3 2.4 (n-l)(n+ !)_%» ì 
3 £ J V n 1 ) 2 2 ’ 3 2 n - 2n 

n + 1 1 


Do vậy c = lim . 

2n 2 

CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 
Bài 1 Tìm các giới hạn sau : 


1. A = lim 


2n + 3n +1 


3. c = lim 


„17^1 


n-V3n 2 +l 
\/n 2 +1 - ^3n 3 +2 


n iy +l 

Bài 2 Tìm các giới hạn sau : 
1. A = limíVn 2 + 6n - n ] 


^2n 4 + n + 2 -n 


3. c = lim 


3.2 n -3 n 


2. B = lim ị\Jn 3 +9n 2 -nj 
4. D = limỊVn 2 +2n -yjn 3 +2n 2 

2. B = limí^2n 2 +1 - nì 


4. D = lim—^ 


a v n +... + a,n + a n 


2 + 3 1 

Bài 3 Tỉm các giới hạn sau: 

1. A = lim|Vn 2 +2n + 2 + nj 

3 C = Iim ^Tĩ-n 

V2n 4 + 3n + l + n b p n p + ...4-^n + bQ 

(Trong đó k,p là các số nguyên dương; a k bp 0). 

5. A = limỊn 3 -2n+lj 6. B = limỊ^Vn 2 ” 
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7. c = limỊa k n k +a k _ 1 n k 1 +... + a 0 Ị với a k ^0 

8. D =lim^2n-^n 3 + lj 


(2n-l)(n+3f 

11. H = limỊVn 2 + n + l -nj 


(n 2 +2) 5 

12. M = limỊ^l -n 2 -8n 3 +2nj 


14. K = lim^n 3 +n 2 -1-3^1 ấn 2 + n + l + 5nj 


Bài 4. Tìm các giới hạn sau 
2n+1 


2. B = lim— 3n + 1 



3. c = lim 


3.3 n +4 n 

,n+l , . n+1 


Vn 3 +2n 


V 3 n+i + 4 1 
5. E = lim(-\/n 2 + n + l - 2n) 

7. H = lim(Vn 2 +l - ựn 2 -l) 

Bài 6. Tìm giới hạn của các dãy số sau 
1. u n = 


n (v3n +2 -V3n -1) 
6. F = lim(Vn + l+n) 


n 


11 _ 1 _ 

n ~2#*^2 $S + 2aỉ3 ■" (n + l)Vn+nVn+T 
(n + l)Vl 3 + 2 3 +... + n 3 
3n 3 + n + 2 

3. u n =( 1 -A )(1 _ J_) trong đó T n = n(r ^. 


4. u n = 


T/ T 2 T n ' 
2 3 -1 3 3 -1 n 3 -1 


2 3 +l 3^ + 1 n á +1 
6. u n = q + 2q 2 +... + nq 11 vói |q| < 1 
Bài 7 Tìm các giới hạn sau: 


_ V-I 2k — 1 

5. u n = > —7— 

n " ok 

k=l 2 

_ n 

7 - U n = Z -VV 

k=in +k 
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1 A a k- nk +a k-i nk 1 + - + a 1 n + a 0 

1. A = lim —-— - K - ---— 

bp.n p +bp_ 1 n p 1 + ... + b 1 n + b 0 

- , ^n 6 + n + l -Wn 4 +2n-l 

2. B = lim--———- 

(2n + 3) 2 


với a k bp*0 


3. c = limỊV4n 2 + n + l -2nJ 

4. D = limỊVn 2 + n + l -2^n 3 +n 2 -1 + nj 


Bài 8 

1. Cho các số thực a,b thỏa |a| < 1; |b| < 1. Tìm giới hạn 


1 + b + b 2 + ... + b n 


2. Cho dãy số (x n ) xác định bởi X 1 = i,x n+1 = X 2 + x n ,Vn > 1 

Đặt s =———-—— H-I-Tính limS . 

X 1 +1 x 2 +1 x n +1 

1 2 k 

3. Cho dãy (x. ) được xác định như sau: X, = TT + TT +... + ——— 

v k ' k 2! 3! (k + 1)! 

Tìm limu n với u n = yỊxị + x 2 + ■■• + X 2011 • 

« 0=2011 u 3 

4. Cho dãy số (u n ) được xác định bởi: ■! 1 . Tỉm lim -2-. 

u n+l =u n + “A“ n 

u n 

5. Cho dãy số (u n ) xác định bởi: u n = x/n + 2 - 2x/n + l + \fn . 

Đặt S n =u x +u 2 +-”+u n . Tìm limS n . 

h =1; . u 

6. Cho dãy (u n ) xác định như sau: u 2 . Tìm lim ^—3- 

[ U n+1 = u n + 2010 Un+1 

7. Cho dãy số (u n ) với u n = + ^ . Dãy (s n ) được cho bởi s n = X u i ■ Thn lims n . 


8. Cho dãy số (u n ) được xác định bởi: 


u x =3 

Vi = Un ^ Un ^^ -- / (n 2: l,n e N) 


Xét sự hội tụ và tính giới hạn sau nếu tồn tại: lim V -. 

ã^Ếíu^ + l 

Bài 9 Cho dãy số (u n ) xác định như sau: U | = 2 và 
u 2 

u n+l = 

1. Chứng minh (u n ) là dãy số tăng và không bị chặn trên. 


_ K 2010 .. 

u_., = _ “ + ——— u„ với n = 1,2,3,... 

n+1 2011 2011 n 


2. Tí nh lim V-———. 

n—>+ 00 ị_i 1 

Bài 10. 

1. Cho dãy số (x n ) được xác định như sau: 
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X 1 = !' x 2 = 2' x n+2 = ^/ x ^ + >&' Vn * 1 • 
Chứng minh rằng dãy số đã cho có giới hạn và tìm giới hạn đó. 

2. Cho dãy số (u n ): u = [ 1 + — I . Chứng minh rằng dãy (u n ) có giới hạn hữu hạn. 

V n, 

Í U 1 =2 

u 2 -u n +3 


3. Cho dãy số (u n ) được xác định bởi: 


-, Vn = 1,2,.... 


Chứng minh rằng dãy (u n ) có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 

4. Cho dãy số (u n ) thỏa: u n + u n+1 > 2u n+2 và dãy (u n ) bị chặn. Chứng minh rằng dãy (u n ) tồn tại giới hạn hữu và tìm 
giới hạn đó. 

fu 0 =l, Ul =5 

u + Ju 2 +6 ■ Chứng minh rằng dãy (u n ) có giới hạn hữu hạn và tìm giới 


5. Cho dãy (u n ) được xác định bởi: ị 
hạn đó. 

[ u l =1 

6. Cho dãy số (u n ) thỏa mãn: ị u 2 + 4u n +1 . Chứng minh dãy số (u_) có giới hạn hữu hạn. Tìm giới 

U n + 1 = 2 , ' n>1 

[ u„+u n +l 

hạn đó. 

, , , , fxj = l;x 2 =2 .... 

7. Cho dãy sô (x ) sao cho < I -. Chứng minh dãy sô trên có giới hạn và tìm giói hạn trên. 

K+l=V 4 x n + 3 x n-l 
Bài 11. Cho dãy số (x n ) xác định như sau: 

x 0 = V2ÕĨĨ, x n+1 = Vn = 0,1,2,... 

1 + x n 

1. Đặt u n =x 2n ,Vn =1,2,3,... Chứng minh dãy (u n ) có giới hạn hữu hạn. 

2. Chứng minh rằng dãy (x n ) cũng có giới hạn hữu hạn. 

Bài 12. Tìm limu n biết: 

Vl + 2 + ... + n -n 


Bài 12. Tìm limu n biết: 

_ n.^/l + 3 + 5 +... + (2n -1) 

n _ r* .2.-1 


2n 2 +l n ìll 2 +2 2 +... + n 2 +2n 

1 | 1 | _ 1 

n "^02 sS+2^3 (n + l)Vn+nVn+T 
4. u n =( 1 -A )( 1 _ J_) trong đó T n =^t21. 


£ _ V 1 2k -1 

6. u n = > ——-— 

n “ ok 

k=l 2 

8-u n = Ề^V 

k=l n + k 

10. u n = yỊlylĩlM ■ 


2 đ + l 3 đ + l n á +1 
7. u n = q + 2q 2 +... + nq n với |q| < 1 

9 - u » = ẳírr"- 

k—1 V n + k n dau can 

Bài 13. Cho dãy số (x n ) thỏa mãn x n = 2n + a^8n 3 +lVn G N, a là số thực cho trước. 

1. Tìm điều kiện của a để dãy số trên có giới hạn hữu hạn. 

2. Tìm điều kiện của a sao cho dãy số trên là dãy số tăng. 

Bài 14. Cho số thực a và xét dãy số (x n ) với 
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1 Xj =a 


I x n + l= x n 2 - 2 x n + 2 

(nzN* ị 


1. Với a E (1;2). Chứng minh 1 < x n < 2 với mọi n G N và (x n ) là dãy số giảm. 

2. Với a G [l ;+00 ). Tùy vào giá trị của a , tìm giới hạn của (x n ). 

Bài 15. 

1. Gọi (u n ) là dãy số xác định bởi U 1 =^;u n+1 = -^ + ^yj3u n . Tỉm limu n . 

2. Giả sử f(x) là hàm số được xác đ ịn h trên tập số thực R và thỏa mãn bất phương trì nh : 9f (ềx) > 4 + 4^12f (3x) - 9f (4x) . 
Chứng mi nh : f (x) > u Vn e N;x G M . Từ đó hãy suy ra f (x) > ị. 


Chứng mi nh : f (x) > u n Vn e N}X E M . Từ đó hãy suy ra f (x) > —. 
3. Cho các dãy số (x n ),(y n ),(z n ) được xác định như sau: 

x x = a;y 1 =b;z x =c 


Chứng minh rằng các dãy trên cùng hội tụ về giá trị 


2 2 
a + b + c 


5. Cho a > 2 và dãy số (x n ) với ị 


a) Chứng minh : x n > 1, với ne N 

b) Chứng minh dãy số (x n ) có giới hạn và tìm giới hạn đó. 

Bài 16. 


1. Dãy số (a n ) được xác định bởi: 


a i - a 2 - 


. Chứng minh rằng dãy số (a n ) hội tụ và tìm giới hạn 


của dãy số đó. 

2. Cho dãy số (u n ) được xác định như sau 


u 1= l 

u n+1 = > /u n (u n +l)(u n +2)(u n +3) + l; n = 1, 2, ■ 

Đặt v„ = y—í— . Tỉm limv„ . 

n gUj+2 

í 1 

x l=f ... n 1 

3. Cho dãy (x n ): ị ■" _ . Chứng minh rằng dãy (y n ) xác định bởi y n = X 2 c ° ê'ới 

x n = + 4x n _ 1 + X n _ x j, Vn> 2 i=lX i 

hạn và tỉm giới hạn đó. 

4. Cho a,be7y*,(a,b) = l;nG|ab + l,ab + 2,...|. Kíhiệu r n là số cặp số (u ,v) e/y* x/y* sao cho n = au + bv . Chứng 

minh rằng lim — = . 

n —>00 n ab 

Bài 17. 

trong đó a là số thực. Đặt y n = X 2 ĩ 1 • Tìm a 


1. Cho dãy (x n ): Xj = 1; x n+1 = 


(2 + cos 2a)x n + cos a 


(2-2 cos 2a)x n + 2- cos 2a 
đế dãy số (y n ) có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 
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2. Cho c là một số thực dương. Dãy (x n ) được xây dựng như sau: x n+l - \ 

: với mọi giá í 

ĐÁP ÁN 


dưới dấu căn không âm. Tìm tất cả các giá trị của c , để với mọi giá trị ban đầu x c 
và tồn tại giới hạn hữu hạn. 


Bài 1 

l.Tacó: A = lim 


"ì±l. 

3-ũị 


V n +n 

2. Ta có: B = lim- , n =lim- 


1 

T~ l-S 


3. Ta có: c = lim- 


n-^n 2 + l 1 3 + _ 

n V n z 

n 8 (2 + \ý.n\l + ~) 9 (2 + \ý.{ĩ + 1? 


n 17 (l + 4y) 


Suy ra c = 16. 


4. Ta có: D = lim 



có: B = limỊ^^n 


_9n^_ 

ện 3 + 9n 2 ) 2 + nỳn 3 + 9n 2 



2n „ 2n 2 

n . = -lim - - . - 

yn 2 + 2n + n ^(n 3 +2n 2 ) 2 +nyn 3 +2n 2 +n 2 


I c + x n , n = 0,1,2.. nếu các biểu thức 
) e (0;c), dãy (x n ) xác định với mọi n 
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2. Ta có: B = limn|^2 + — -lj = +C 0 

3. Chia cả tử và mẫu cho n 2 ta có được 


4. Ta xét ba trường hợp sau 
• k > p . Chia cả tử và mẫu cho n k ta có: 


» k = p . Chia cả tử và mẫu cho n k ta có: 


JA 1 _I 

sn 5 + n 8 n 

L ,3 , 1 , 1 

Í2 + —v + —V + — 

„3 „4 n 




> if a k b p > 0 
-co if a k bp < 0 


ni = 5k 

b k 


-A^ + ... + ^ 

• k < p . Chia cả tử và mẫu cho n p : D = lim —-—— 

b p+ 

p n p 

5. Ta có: A = limn 3 í 1 —+ A 1 = +on 

l n 2 n 3 J 

6. B = +00 

7. C.limn k Ị^a k + ỉfei + ... + ^-j = Ị 

8. D = +00 


khi a k > 0 
khi a k < 0 


9.Ta có: E = lim— 


n 2 n 3 _ 3 

V \ỹ~2 


1-- 2 + - 


10. Ta có: F = lim- 
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12. Ta CÓ: M = lim 


0 » + 1 = lim . n 1 

Vn 2 +n + l+n 1 + A + J- + 1 2 

ỵ n n 2 

m _ 1-n 2 ___J_ 

^(1 - n 2 - 8n 3 ) 2 - 2n^l - n 2 - 8n 3 + 4n 2 - 12 


13. Ta có: N = limỊv4n 2 +1 - 2nJ - lim|v8n 3 +n - 2nJ 

Mà: lim Ị V4n 2 +1 - 2n 1 = lim. #== ^ 0 

^ ' V 4n 2 +l+2n 


lim V8rr + n - 2n = lim 


\j(8n 2 +n) 2 + 2n^8n 2 +n + 4n 2 


Vậy N = 0 . 

14. Ta có: K = lim^n 3 +n 2 -1 -nj-31im|V4n 2 + n + l -2nj 
Mà: limỊ^\/n 3 +n 2 -1 -nj = ^ ; limỊV4n 2 + n + l -2nj = i 


Do đó: K = ỉ-ậ = ~ 
3 4 12 


^ 3-1 
3n 2 +1 


•y/n 2 +6n +n 


4. D = 0 
= 3 


^(n 3 +3n 2 +1) 2 + n.\/n 3 + 3n 2 +1 + n 2 
9. H = limnỊ^8n 3 +n -2nj-limn|V4n 2 +3 -2nj = “ 



Bài 5. 


2 + sin2n-l 

1. A = lim-—-= 2 



3. c = ị 4 .D = ^ ệ - 5. E = -00 6. F = +00 

2 3 

7. Xét các trường hợp 
THI: k > p => H = -00 
TH 2: k < p => H = +00 
TH 3: k = p=> H = 0 . 
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Bài 6 

1. Ta có: 


_ 1 _ 1 1 

(k + l)-»|k + Wk +1 Vk Vk +1 


Suy ra u n = 1 — I => limu n = 1 

Vn +1 

2. Ta có: l 3 + 2 3 +... + n 3 = r n ( n ^ +1 ) J 


Suy ra u n = - 


n(n +1) 
3(3n 3 + n + 2) 


T k k(k +1) k(k + l) 

«.__ 1 n + 2 ,_ 1 

Suy ra u =—.——=>iimu = —. 

3 n 3 


k đ +l (k + l)[(k -l) 2 + (k -1) +1] 

„ 2 n 2 + n + l , 2 

Suy ra =>u„ = —-——=>iimu„ = — 

n 3 (n-l)n n 3 


- => lim u = 3. 


u — — + —H-—+ ... . 

11 2 n 2 u 2 2 2"- 1 

1 _ 3 2n +1 

^ 2 Un_ 2 2 nH 

6. Ta có: u n - qu n = q + q 2 + q 3 +... + q 11 - nq n+1 

=> (1 - q)u n = q-ỉ-—2 nq n+1 . Suy ra limu n = 2— 

1-q (1-q) 

7. Ta có: n—-— < u < n—!—— => n < u -1 < ——-— 

n 2 +n n 2 +1 n 2 +l n 2 +l 

=> |u n -l| <—2-»0=> limu n = 1. 

1 n 2 +1 


Bài 7 

1. Ta chia làm các truờng hợp sau 

TH 1: n = k, chia cả tử và mẫu cho n k , ta đuợc 


a v +^- L + 


_J^^k_ 

ềỉÈ : x\ , b 0 b p 


TH 2: k > p , chia cả tử và mẫu cho n k , ta đuợc 


A = lim - 


n k-p n k-p-i 

TH 3: k < p , chia cả tử và mẫu cho n p , ta đuợc 


+00 khi a k b p > 0 
-00 khi a k b < 0 
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b + b P± + ...+ b <Ị 


2. Chia cả tử và mẫu cho n 2 ta có được: 


1 , 1 


3/l + ^ + ^-4jl + -l-l- 

r 3 n 4 1-4 3 


V n; 

1 + 1 

3. Ta có: c = 1 ifri ■ - n + -= lim . n = 

-v4n 2 + n + l + 2n .4 + 1 + 1 - + 2 

V n n 2 

4. Tacó: D = limịVn 2 + n + l -nj-21im^n 3 + n 2 -1 - n 

Mà: limịvn 2 +n + l-n1 = lim n + = 

l ) JZ 2+n+1+n 


V^+ n +1 + n 
1 + 1 

lim— 


limỊ^v/ĩv 


lim vrr + n 2 -1 - n =lim 


^(n 3 +n 2 -l) 2 + n.v/n 3 +n 2 -1 + n 2 


Vậy D = 2 


1. Ta có l,a,a 2 ,...,a n là một cấp số nhân công bội £ 


1 + a + a 2 + ... + a n = 


- l-b n+ 

Tương tự 1 + b + b +... + b = — 

1-b 


Suy ra lim I = lim 


1-a Jfejb 

l_b n+1 1 - a 


1-b 

(VI: |b<l| =>lim a n+1 = lim b n+1 = 0). 

2. Từ công thức truy hồi ta có: x n+1 > X , Vn = 1,2,... 

Nên dãy (x n ) là dãy số tăng. 

Giả sử dãy (x n ) là dãy bị chặn trên, khi đó sẽ tồn tại limx n = X 
Với X là nghiệm của phưcmg trình : X = X 2 + X <=> X = 0 < Xị vô lí 
Do đó dãy (x n ) không bị chặn, hay limx n = +CO . 
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Mặt khác: 
Suy ra: 


1 


1 


1 


1 


x n (x n +l) x n x n +l 
1 11 
X + 1 — X X , 1 


Dần tới: S n = —-— = 2-— => limS n =2- lim - = 2 

X 1 x n+l X n+1 X n+1 

, , k 1 1 . . 1 

3. Ta có: ——— = — - —-— nên > 

(k + 1)! k! (k + 1)! 


Suy ra x v - x v ,, = - - - < 0 => x v < x v , 

* k k+1 (k + 2)! (k + 1)! k k4 


(k + 1)! 


Mà: x 2011 < ^/x"+x^4 


< \ỉ20ĨĨx : 


x 2011 ^ 1X 2011 

~ x 2011 = x 2011 = 


Mặt khác: limx 2011 =lim5y2Õĩĩx 2011 =x 2011 = 1 -^^y 


Vậy lim u n = 1 - 


2012 ! 

4. Ta thấy u n > 0, Vn 

Ta có: u 3 +1 = u 3 + 3 + -^ + ^- (1) 

u n u n 

Suy ra: u 3 > + 3 => u 3 > Ug + 3n (2) 

Từ (1) và (2), suy ra: u 3 +1 < u 3 + 3 + 


— -+ --—-<u 3 +3 + -?- + ^- 

u ổ + 3n Ịuq + 3nỊ 2 3n 9 * 2 

Dođó: u^<ug+3n + ^-^ + ^-^ (3) 

3 k=i k y k=ik 


T : , ị 1 , , 1 1 , 1 „ 1 „ 

Lại có: > ,-V< 1 + —- + + ... + -——-— = 2- —<2 

Ếk 2 1-2 2.3 (n-l)n n 

k=i k V k=i k 

Nên: Un + 3n < u 3 < Un + 3n + ị + 

0 n 0 9 3 

TT Un U^ _ , Uq 2 V 2 

Hay 3+ < <3 • • - • . 

n n n 9n 3Vn 

u 3 

Vậy lim—— = 3 . 



Nên s = -j=2- — _ => limS = 1 - V 2 

V2+1 Vn+2+Vn+l 

u 2 u -u u 

6. Ta có u , -u = _7- o^— n = _- Á 

n+1 n 2010 u n+1 .u n 2010u n+1 

o- Ct ĩL = 2010 .f—-—ì 

u n+l l u n u n+lJ 
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Ta có £ = 2010(—-—) = 2010(1-—) 

u n+l U 1 u n+l u n+l 

Mặt khác ta chứng minh được: limu n = +00 . 

Nên lỉm(^ Uu ) = 2010 . 

U n+1 

, 4n + 9 

7. Băng quy nạp ta chứng minh được: s = 9 ——-— 

2 n 

Mà lim— = 0=>lims =9. 

2 n 

8. Ta chứng minh được: u n > 3; Vn e N , do đó 

(u n +2) 2 (u -2) „ 

Từ đó thấy (u n ) tăng. 

Giả sử (u n ) bị chặn, khi đó tồn tại giới gạn hữu hạn, giả sử limu n = a và ta có: 

a = a ( a —^ --<=> a 3 + 2a 2 -4a-8 = 0«>a = ±2(loại) 

Do đó lim u n = +CO 

1 u (u +l) 2 -8 u -2 1 1 

Ta lại thấy rằng: u n+1 = n n r -=> -f 7 = ——— - - ,Vne# 

u„ + 1 u n + 2 u n+l + 2 


Vì vậy nên: lim 


Bài 9 


u n (u n +1) 2 - 8 u n - 2 1 

:i 1 5 u 2 • 1 Li n • 

ỵ = limí-i— - —ì = ỉ 

'Ếíu?+1 n->H u l + 2 u n+1 +2j 5 


1. Trước hết bằng quy nạp ta chứng minh được : u n > 1, Vn = 1,2,... 
Ta có: u a = 2 >1 

1 , 2010 _ 

Do đó: u n > 1, Vn = 1,2,... . Do u n > 1 =5- u 2 > u n 

x .„ u n 2010 .. .. 

Nên 11,1 > , + ——u„ = u„ , suy ra dãy (u) là dãy tăng 

n+1 2011 2011 n n ’ y y v n ' ^ s 

Giả sử dãy (u n ) bị chặn trên, khi đó tồn tại limu n = X > 1 

„ _ X 2 , 2010__ , . 

Suy ra: X = —-—+ ——X => X = 0 (vô lí). 

2011 2011 

Từ đó ta có: limu n = +CO 

2. Ta có: 

u n+1 -1 = -ị— (u 2 + 2010u - 2011) = -ỉ—{u n - l)(u n + 2011) 

n+1 2011 n n 2011 n A n ’ 


Suy ra: 


-) ( 1 ) 


u n+1 -l 2012 u n -l u n + 2011 
u n 2011 ( u n u n ) _ 2011 ^ 1 , 2011 


u n+1 -l 2012 u n -l u n +2011 2012 u n -l u n +2011 

1 1 2012 1 


Mà từ (1) = 


u. + 2011 u k -l 2011 u v+1 -1 


Do đó: Un = 2012(— -— 

u n+1-! u n-! u n + 1- 
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^ẳ-^ = 2012(ẳ^-Z^) = 2012(-^--^-) 
k^Uk+1 - 1 k^Uk - 1 k=2 u k - 1 U 1-! Vr 1 

Vậy lim ỷ Uk = lim2012(—í—- ĩ—) = 2012 . 

k=1 u k+1 -l U]-l u n+1 -l 

Bài 10. 

1. • Bằng quy nạy ta chứng minh: x n < 4, Vn (1) 

Ta có: X x = 1 < 4 nên (1) đúng với n = 1 

Giả sử x k < 4, vk < n, khi đó: 

x n+l = < Vĩ + -sfÃ = 4 

Từ đó suy ra (1) đúng với mọi n. 

• Ta chứng minh dãy (x n ) là dãy tăng 

Ta có: Xj < x 2 . Giả sử x k > x k-1 , Vk < n, khi đó: 

x n+l - ■ x n = a/>V - > 0 => X n +1 > x n 

Từ đó suy ra dãy (x n ) hội tụ. Đặt limx = X > 0 , ta có X là nghiệm của phuơng trình : X = Vx + \ỉx => X = 4 
Vậy lim x n = 4 . 

2. Ta chứng minh dãy (u n ) tăng và bị chặn trên 


Áp dụng BĐT Cô si cho n số gồm 


—* n i(i +=> 1 + ~ £ n+ ^a + 


> u n+1 > u n , dãy (u n ) là dãy tăng. 


Suyra: i 1+ ^| H 1 

* Chứng minh dãy (u n ) bị chặn trên bởi 3. 

/ l^| k n 2 n 

Ta chứng minh: 1 + — < —— + — +1 ,1 < k < n (2). Thật vậy: 

{ k 2 k 

* Với k = 1 => VT(2) = 1 + — < —+ — +1 = VP(2). Nên (2) đúng với k = 1. 

n n n 

* Giải sử (2) đúng với k = p, 1 < p < n -1, tức là: 


1 + - < 2—+ 1-4-1 (3). 


Ta chứng minh (2) đúng vói k = p +1, tức là 


( 1 + ỉp<EV>ì + r±i +1 (4 , 

= PĨ + p!±£*.Ẹíl +? <4 + p!±P + r±|ầí 

n 3 n 2 n n 2 n 2 n 

; p 2 +2p + l | pỊl ^ (p + l) 2 , Pti,, , 1 

n 2 n n 2 n 

Do vậy (2) đuợc chứng minh. 
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Từ (2) ta suy ra 11 + — Ị < 3 => u n < 3, Vn, suy ra dãy (u n ) bị chặn trên 


Vì dãy (u n ) tăng và bị chặn trên nên dãy (u n ) có giới hạn hữu hạn. 


r ^ _X H“ 3 

3. Xét hàm số f(x) = —-, ta có: 

x 2 +x + l 


Ui =2 


= f(u n ) 


f(x) _5 = 2(x 2)(x 4) ; f(x) _ 2 = ->c 2 -3x + l 
7 x 2 +x + l x 2 + x + l 


Từ đó ta chứng minh đuợc: ^ < u n < 2, Vn = 1,2,... 


Với mọi X-] 


,x, £ ; 

2 y 7 > 


Xi 9Í x 9 , ta có: 


f( Xl )-f(x 2 ) _ 2[(x 1 -1)(x 2 -1)-3] <o , VXiA2 J5 ;2 1 
x l _x 2 (x 2 +X x +l)(x 2 +x 2 +1) L 7 J 


Từ đó ta chứng minh đuợc dãy (u 2n ) là dãy tăng và dãy (u 2n+1 ) là dãy số giảm. Cả hai dãy này cũng bị chặn nên hai dãy 

, . . [4 1 4 

này tôn tại giới hạn: limu 2n =x, limu 2n+1 =y với x,ye 3 -; 2 (Do u 4 >-£- và u 2n+1 >1). 

L 5 J 5 


U2n í{ \ĨT l \=> r _ f i!ỉ ^ x - y = f (y) - f( x ) «► X+f(x) = y + £(y) o X = y 
2n + l= f ( u 2n) [y = f( x ) 


(Do hàm số g(x) = X + f(x) đồng biến trên 1 -7-;2 1) 


Thay X = y vào hệ ta có: X = f(x) <=>x 3 +2x-3 = 0<=>x = l 
Vậy dãy số (u n ) có giới hạn hữu hạn và limu n = 1. 

4. Xét dãy (v n ): v n = max|u n ,u n+1 Ị , ta có dãy (v n ) bị chặn 
Từ giả thiết ta suy ra: max|u n , u n+1 } > u n+2 => max|u n , u n+1 } > max|u n+1 ,u n+2 } 
Do đó dãy (v n ) là dãy số giảm, từ đó suy ra tồn tại lim v n = 1 
Ta chứng minh: limu n = 1. 


Vì lim v n = 1 nên với mọi s > 0 nhỏ tùy ý, luôn tồn tại n Q e N * sao cho: |v n «|jỊ < -^ <=> 1 - ^ < v n <1 + ^, Vn>n 0 
Với mọi k>n 0 +l ta có: v k-1 = max|u k _ 1 ,u k | < 1 + ^ 

Suy ra u k _! <ỉ + ị (*) 

Ta xét các truờng hợp sau: 

• u k >1 -3^ 1 -3 <u k <v k <1 • 3 > L, k 3 - 

• u k <l-|,suyrau k+ 1 >l-| 

Khi đó: u k > 2u k+1 - u k _! > - §] - [ [ + §] = 1 - 8 

Dần tới: l-s<u k <v k <l + ^<l + £=>|u k -l|< 8 . 
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Vậy limu n =1. 


5 • Xét dãy số (a n ): j 


Ta chứng minh 0 < a n < yỈ2 và (a n ) là dãy tăng 
Thật vậy: Ta có 0 < a 0 < yfĩ 




Hay 0 < a n+1 < 4Ĩ 

Khi đó: a n < a n+1 <=> 2a n < 6 <=> 0 < a n < yỊĨ (đúng) 

Từ đó ta kết luận được lim a n = X và X thỏa: 


x = —— * — =>x = V2=>lima = \íĩ. 

3 n 

Tiếp theo ta chứng minh: a n < minịu 2n' u 2n+i} 

Ta có: a 0 =l<min{u 0 ,u 1 } 


Giả sử: í 

Khi đó: 


l | U 2n' U 2n+l) 


Ju 2n +6 a +J az + 


u. 


2n+3 - 


u 2n+2 + V u 2n+l 


Ẽ 


-1+6 a ,-Ị + \/â n +6 


Vậy khắng định vừa nêu đã được chứng minh. 
[b n =5 


» Xét dãy số (b n ):< 


b + Jb^ + 6 

b „,1 = n v n -, Vn gN 


Tương tự ta chứng minh được dãy (b n ) giảm và bị chặn dưới bởi yỊĨ và limb n = \fĩ . Đồng thời b n > max|u 2 n ,u 2r 
! 2n < h Jl => lim u 2n = lim u 2n + l = >/2 


Từ đó ta suy ra được: 

Vậy lim u n = \Ỉ2 . 

6 . Ta thấy u n > 0, Vn và từ: 


a có: 1 < u n < 2,Vn . 


_ + 4u n +1 _ 

uịỉ + u + 1 


(Un-1) 


Xét hàm số: f(x) = ———————X G (l;2) ta chứng minh được hàm f nghịch biến trên (l;2). 


X +X + 1 
Dãy số đó cho có thể viết dưới dạng: 


U 1 = 1 

u n+1 = f(u n ),n>l 

Ta thấy: u x = 1 < u 3 => í^) > f(u 3 ) 

=> u 2 < u 4 => f(%)< f(u 4 ) => u 3 < u 5 . 

Tiến hành tương tự, suy ra: U 1 < U3 < u 5 <.... suy ra dãyu 2n+1 tăng và bị chặn trên bởi 2 nên có giới hạn, giả sử lè 
ae[l;2] . 
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u 2 > u 4 > u 6 >... suy ra dãy u 2n giảm và bị chặn dưới bởi 1 nên có giới hạn, giả sử là p e [l; 2 ] . 

To „A. I u 2n+1 = f ( u 2n) - * „ 11Q ... , . , Ja = f(P) 

Ta có: < .Chuyên qua giới hạn, ta có: t ' 


u 2n + 2= f ( u 2n+l) 

a - p = f(P) - f(a) <=> a - p 

p_ 


p = f(a) 
+ 4p +1 a 2 + 4a +1 


p +P + 1 01 +a + l 


p +P + 1 ct +01 + 1 
3(a-P)(ap-l) 


<=> a-p = 3 

<=> a-p = — 

(a z + 01 + l)(p z + p +1) 

|~oc -p = 0 

° |_3(aP -1) = (a 2 + a + l)(p 2 + p +1) 

Ta thấy phương trinh thứ hai không có giá trị ot, p G [l; 2 ] thỏa mãn a = p = t . 
Do đó, lim u 2n+1 = lim u 2n = t, hai dãy con đó có cùng giới hạn là t. 


t 2 + t + l 


Ta sẽ chứng minh rằng nghiệm |t| < 2 . Đặt t = 2coscp, cp e [0;2tt] , thay vào phương trình (*) ở trên: 

1 

9 3 

_ ĩ ~— — 1 ^ TC 571 7n Ẩ r f. f 1 . A , S'íf\ 1 \ 7X _ 571 _ 7n 

Do cpG[(J;27ĩJ nen:cp = —tương ứng với các nghiêm của (*) là: t = 2cos—;2cos-^-;2cos—. 

Phương trình (*) đó có đủ 3 nghiệm nên nó không có nghiệm |t| > 2. 

Trong các nghiệm này, chỉ có t = 2cos^ G [l; 2 ] thỏa mãn và đây cũng chính là giới hạn cần tìm. 


Vậy dãy số u n có giới hạn hữu hạn và lim u = 2cos^. 

n -»+00 9 

7. Trước hết ta chứng minh x n < 7, Vn G N theo qui nạp 
Ta có X | = 1 < 7 nên khắng định đúng khi n = 1. 

Giả sử khắng định đúng đến một số tự nhiên n > 1, 
suy ra x n _ 1 <7 và x n < 7 => x n+1 = ^4x n + 3x n _ 1 < 7 . 

Khắng định được chứng minh. 

Xét dãy y 1 = l;y n+1 = ^7y n . Dễ dàng chứng minh được (y n ) tăng và bị chặn trên bởi 7. Từ đó tìm được limy n = 7. 
Tiếp theo ta chứng minh y n < min {x 2n _ 1 ; x 2n I; n = 1,2,.... 

Hiến nhiên khắng định đúng khi n = 1. 

giả sử khẳng định đúng đến n > 1 , tức là: y n < x 2 n _ 1 ;y n < x 2n 

=> yn +1 = 7 ^ ắ 7 4 x 2 n + 3 x 2 n-l = x 2 n+l và 

X 2 n +2 = V 4 x 2 n+l + 3 x 2 n ằ 7 4 y n+ 1 + 3 y n ằ 7 ^ = y n+ l 
(do y n+1 > y n ) suy ra y n+1 < min{x 2 n+ 1 ;x 2n } . 

Vậy khắng định được chứng minh. 
ị y < x 2 < 7 

Từ đó suy ra: _ => lim x 2n = lim x 2n+1 = 7 

|y n <x 2 n+l <7 
Vậy lim x n = 7 . 

Bài 11. 
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1 . Xét hàm Số f(x) = — 1 —, g(x) = f (f(x)) = 2 ( 1 + x 

1 + x 2 v 7 (1 + x 2 ) 2 +4 

Ta có: u 2n = g(u 2n _ 2 ), u 2n+1 =g(u 2n _ 1 ) 

Ta chứng minh được: x 2n < 1 < x 2n+1 , Vn ( 1 ) 

Ta có: x 9 = -—< 1 < V 2011 = X., 

2 1 + 2011 1006 1 

Giả sử x 2n _2 < 1 < x 2n _ 1 , ta có: X. 


1 + x 2n-l 1 + x 2n 

Vậy (1) đúng. 

Mặt khác: u 2n -u 2n _2 = g(u 2n _ 2 ) - u 2n _2 (2) 

M i: = ,3) 

(1 + x 2 ) 2 + 4 

Từ (1), (2),(3) ta suy ra được dãy (u n ): u n = x 2n là dãy tăng và bị chặn trên bởi 1 nên dãy (u n ) có giới hạn. 
2. Theo chứng minh trên ta có dãy (x 2n ) hội tụ tới 1| 

Tương tự ta cũng chứng minh được dãy (x 2n+1 ) cũng hội tụ tới giá trị 1 2 . 

u 2n =g( u 2n-2) 

2n+l =g( u 2n-l) 

g(x) -X = 0 X = 1, do đó: l x = 1 2 = 1 
Vậy dãy (x n ) hội tụ và limx n = 1. 

Bài 12. 

l.Tacó: 1+3 + 5 + ... + 2n-1 = n 2 nên limu„ =Ậ 

n 2 


Vì 


nên 1|, 1 2 là nghiệm của phương trình 


n(n +1) 


2 n(n + l)(2n +1) 
6 


Nên lim 11 

V 2 

3 Ta có- 1 _ 1_Ị_ 

’ (k+D^l+kVĨ+ĩ Vk yfk+ĩ 

Suy ra u n = 1 —=> limu n = 1 
Vn + 1 

4 . T.có:l-f = l--2_ = 

T k k(k +1) k(k + l) 

„ _ „ _ 1 n + 2 ,_ 1 

Suy ra u =—.——=>iimu = —. 

3 n 3 


k a +1 (k + l)[(k -1) 2 + (k -1) +1] 

„ _ „ _2 n 2 +n + l .. 2 

Suy ra u„ = —.—-——=>10111] = — 

n 3 (n-l)n n 3 


6. Ta có: u„ - Ậu„ = Ậ + í Ậ + + 

n 2 n 2 u 2 2 2 n ' 


1 1 2 n -1 


2 n 2 2 n+1 

7. Ta có: u n - qu n = q + q 2 + q 3 +... + q 11 - nq 11 
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=>|u n -l|<—--»0=>limu ri = 1. 

1 1 n 2 +l 

9. Ta có: , 1 < —p=i < 1 - , k = l,2,...,n 

nC 2 ^ V^Tk >^77 


„. n n 

Suy ra ^ < u n < ^ 


Mà lim , n ^gj = lim . 11 ịígíl nên suy ra limu n = 1. 
yn 2 +n vn 2 +l 

10. Ta có: u„ = ỉ 2 2 2" =2 - : , 

" l-íẩ , 

nên limu n = lim2 v J = 2. 

Bài 13. 

1. *Neu a>0 thì ta có: limx n =+oo 

, ía < 0 

• Nếu thì: 

[a * -1 

limx =limn 2 + 2a3|lH—ỉ— 

V 8n 3 

• Neu a = —1 ta có: lim x n = 0 
Vậy a = -1 là giá trị cần tìm. 

2. Dãy số (x n ) là dãy số tăng <=> x n+1 > x n , Vn 

^ 2 + a^8(n +1) 3 +1 > a.^8n 3 +1 ^»a> =— I (1) 

v8n 3 +1 -y8(n + l) 3 + 1 

2 .... 2 
Ta có: , — ~ = gệjg-l và lim =— J = jM = -1 

y8n 3 +1 - ^8(n +1) 3 +1 ^8n 3 +1 - ^8(n +1) 3 +1 

Nên (*) đúng với mọi n <=> a > — 1. 

Bài 14. 

1. Xét hàm số f(x) = X 2 - 2x + 2., ta có 1 < f(x) <2, Vxg (l; 2) 

Vậy X 1 = a e (1; 2) => x n e (1; 2), Vn G /V (chứng minh bằng quy nạp) 

Lại có x n+1 - x n = (x n - l)(x n - 2) < 0 (Do x n e (1; 2)) 

Nên dãy (x n ) là dãy giảm nên tồn tại giới hạn hữu hạn. 

2. •Nếua = l=>x n =l,Vne/y* =>limx n =1 

• Nếu a = 2 =>x n =2,Vn eN* =>limx n =2 

• Neu a e (1;2) => (x n ) là dãy giảm và bị chặn duới nên có giới hạn . Gọi 
L = lim x n =>L = L 2 -2L + 2<=>L = l(n),L = 2(1) 

• Nếu a > 2 ,ta chứng minh đuợc x n > 2, Vn và (x n ) tăng. 

Khi đó giả sử x n bị chặn trên thì dãy sẽ có giới hạn là L = 1,L = 2 (cả hai giá trị này đều loại do x n tăng và X 1 > 2). 
Vậy truờng hợp này lim x n = +CO . 


ì j+co khi a > -1 
[-00 khi a < -1 
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1. Ta CÓ 0 < u x < u 2 => u 3 = -^ + ^-^3u 1 < ~ + ^ yỊ3u 2 = u 3 
nên dãy (u n ) là dãy tăng. 

3 4 

Dê dàng chứng minh được u n < ^, Vn e N . 


, * , 4 4 ỉ 

2. Đê chứng minh f(x) > u n , Vn é /y , Vx gM ta cân chứng minh f(x) > ^ và f(x) > —^ ^ 

Thật vậy, từ 9f(4x) > 4 + 4 > /l2f(3x)-9f(4x),Vx e M 
=> 9£(4x) > 4, Vx G # => f(x) > I (1) 

Lại có 9f(4x) - 4 > 4^12f(3x) - 9f(4x) 

=> (9f(4x) + 4 ) 2 > ^8^/3f(3x) j 2 

=> f(4x) ị"I +1V3f(3x) => f(X) +1^3£(|x) (2) 

Bây giờ ta chứng minh f(x) > u n , Vn e 7V ,Vxef theo qui nạp. 

4 , 

• n = 1 , thì theo (l)có f(x) > — = u , nên khăng định đúng. 

• Giả sử f(x) > u n , và Vxei? thỉ theo (2)ta có 

theo qui nạp ta có đpcm. 

* , , 4 

Từ f(x) > u n , Vn gN ,xef lây giới hạn hai vê khi n —» +CO thu được f(x) > ^, Vx G R. 

3. Ta có x n+1 + y n+1 + z n+1 =x n +y n +z n =... = a + b + c 
mặt khác x n+1 - y n+1 = (-|)(x n - y n ) =... = (-|) n (a - b) 

=> lim(x n - y n ) = 0 

Tưong tự ta có lim(y n — z n ) = 0,lim(z n — x n ) = 0 
T , . , 1 a + b + c| I X n +y n + zl 

3 n 3 


Từ đó ta có 0 < X 


+ b + c| |x n -y n | |x n -z n | 


> lim x n = a + k + c . Từ đó ta có đpcm. 


4. Ta chứng minh xi" > 1 + — Vn G N 
n 

Ta có Xj = a 2 >4 nên khẳng định đúng với n = 1 


Ta có: x^ + ị = j(3x^ +! + —)> j(4 + —) > 1 + -R^— 


^3f(ax) . 
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Theo nguyên lí quy nạp khắng định trên được chứng minh. 

a) Theo chứng minh trên suy ra X 2 > 1 => x n > 1. 

b) Ta có: x n - x n+1 = x n + 1 + — > x n - ^3x 2 + x 2 = 0 

Nên dãy (x n ) là dãy giảm và bị chặn dưới bởi 1 nên (x n ) có giới hạn hữu hạn. Đặt limx = X ta có X là nghiệm của 
phương trình 

2x = V3x 2 +1 «. X = 1 . 

Bài 16. 

1. Ta xét hai dãy : 

M n = max{a n ,a n+ 1 ,a n+ 2 ,a n+3 } và m n =min{a n ,a n+ 1 ,a n+ 2 ,a n+3 } 

Ta chứng minh |M n I là dãy số giảm và Ịm n I là dãy số tăng. 

Thật vậy, ta sẽ chứng minh a n+4 < max|a n+ 1 ,a n+ 3 Ị. 

Thật vật nếu a n+4 > a n+3 thì -- ĩ- ->a n+3 

a n+3 + a n+2 

Suy ra: 2 > (a n+3 + a n+2 )a n+3 . 


Khi đó: a n+1 = 


“n+3 “n+2 ^“n+3 

a n+2 a n+4 — a n+4 


( a n+3 +a n+2) a n+3 
Từ đây suy ra M n+1 = a n+1 hoặc a n+2 hoặc a n+3 và rõ ràng khi đó 

M n = max{a n ,a n+ 1 ,a n+ 2 ,a n+3 } > M n+1 . 

Do đó dãy {M n } là dãy giảm. 

Tương tự ta chứng minh được dãy Ịm n Ị tăng. 

Hai dãy số này đều bị chặn nên hội tụ. 

Cuối cùng, ta chỉ còn cần chứng minh hai giới hạn bằng nhau. 

Suy ra dãy (a n ) hội tụ và lima n = 1 . 

2. Ta có: u n+1 = Ậuị + 3u n )(u 2 + 3u n + 2) + 1 = i/(u 2 +3u n +l) 2 

= u n + 3u n +1 

Suy ra: u n+1 + 1 = (u n + l)(u n + 2) => 1 

u n+l + 1 u n + 1 u n + z 

„ 1 _ 1 1 

Suy ra: -— =---- 

u n + 2 u n +1 u n+1 +1 

p. ..1 Ị. V. 1 1 _1 1 

èíl u i +1 u i + l +1 J u l +1 u n + l +1 2 u n + l +1 

Mặt khác, từ u n+1 = + 3u n +1 ta suy ra: u n+1 > 3 n . 

Nên lim--—- = 0 . Vậy lim v„ = Ậ. 

u n+1+ l 2 

3. Ta có: X - X i = H\jxị-ĩ + 4x n-l “ x n-l ì - ị 7 Xt1 ~ 1 + 3Xn ~ ] 

Nên dãy (x n ) là dãy tăng. 

Giả sử dãy (x n ) bị chặn trên, suy ra tồn tại lim x n = X > 0 
Ta có phương trình: X = ị-í Vx 2 +4x + xì <Í5> X = 0 (vô lí) 
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Do vậy, ta có được: limx n = +00 . 

Từ công thức truy hồi, ta có được: 

(2x n - x n _! 

X +1 111 1 1 


ĩ> x^ = (x n + l)x n _ 1 



-) sin 2 a 


Vậy limy n = 6. 

4. Xét phương trình au + bv = n (1). 

Gọi (u 0 ,v 0 ) là một nghiệm nguyên dương của (1). Giả sử (u,v) là một nghiệm nguyên dương khác (u 0 ,v 0 ) của(l). 
Ta có au 0 + bv 0 = n, au + bv = n suy ra a(u - u 0 ) + b( V - v 0 ) = 0 do đó tồn tại k nguyên dương sao cho 

u = u 0 + kb,v = v 0 - ka . Do V là số nguyên dương nên v 0 - ka > 1 <=> k < —-. (2) 

Ta nhận thấy số nghiệm nguyên dương của phương trình (1) bằng số các số k nguyên dương cộng với 1. Do đó 

r J^l +1 JìJy-ỉ| + i, 

" [ a J |_ab b aj 

Từ đó ta thu được bất đẳng thức sau: — — + 1. 

ab b a ab b a 

1 u 0 1 r 1 u 0 11 

Từ đó suy ra: -4-4- - — < — < ^-4- - — + —. 

ab nb na n ab nb na n 

Từ đây áp dụng nguyên lý kẹp ta có ngay lim - = 

n->co n ab 

Bài 17. 

- , 1 2sin 2 a 1 

1. Ta có -- = — + ——-— =>- 

2x n+1 +l 3 3(2x n +l) : 

=>y n =y_JL_=yl + sin 2 aY(i— Ậ-) 

yn Ểí 2 x i +1 ầý ủ ý- 1 ’ 

4(i_J_) +[n _|(i_±) ]sin 2 a 
2 V 3 n 2 V 3 n 

Vì lim— = 0 nên dãy (y ) có giới hạn hữu hạn sina = 0 <=> a = kĩu 
3 n 

Khi đó lim y n = 2 • 

2. Ta có X 1 xác định khi c > yjc + x 0 <=> c(c -1) > Xq => c(c -1) > c => c > 2 

Ta chứng minh với c > 2 thì dãy (x n ) hoàn toàn xác định. 

íc > 2 Ị - [—— I - 

Vì < => yjx 0 + c < V2c <c=>c-^/c + x 0 > 0 => x x xác định. 

l x 0 <c 

Giả sử x k được xác định. Khi đó 0<x k <Vc<c=> ^C + Xỵ < yỊĩc < c 
Suy ra c - yịc + Xỵ > 0 => x k+1 xác định. 

Gọi a > 0 là nghiệm của phương trình : X 2 +X + 1- C = 0. 

Ta chứng minh: lim x n = a. Thật vậy: 


1 _ 2 sin 2 ạ | 1 1 _ 1 _Ị_ 

2x n+1 +l 3 + 3(2x n +l) ^2x n +l 3 n +( 3 n- 
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|( a + l ) 2 ~( c + x n)| |x n -a| _ |x n -a| 

a(a + l + ^/c + x n Ị a(a + l + Vc) c-1 + aVc 

I I 1*1-a| 

Suy ra: |x n+1 - a| < —^-L— 

(c-1 + aVc) 


Do c-1 + aVc >l=>lim---— = 0 . 

Ịc-1 + aVcỊ 

-1 + V4C-3 


Do đó lim X = a = - 


ĐÁP ÁN TRẮC NGHIỆM 


„ , „ , I sin 5n I 1 , 1 _ A „ A ,■ sin5« í sin 5« ì _ 

Câu 1 . Ta có 0 < —- — — < — , mà lim— = 0 nên lim — —— = 0 , do đó lim — — — 2 = —2. Chọn 
3« n n 3 n I 3« j 

Nhận xét: Có thể dùng MTCT để tính (có thể chính xác hoặc gần đúng) giới hạn như sau (các bài sau 

sin(5X) 

Nhập —2. 

3X 


A. 

có thể làm tưcmg tự) 


Bấm CALC và nhập 9999999999 (một số dòng MTCT khi bấm nhiều số « 9 »thì nó báo lỗi, khi đó ta cần bấm ít số « 9 » hon. 

Bấm « = »ta được kết quả (có thể gần đúng), sau đó chọn đáp án có giá trị gần đúng với kết quả hiện hên MTCT. 

, n-2^fnsin2n 1 4nún2n 

Câu 2. Ta có-- 7 --= —-—-. 

2 n 2 n 


V^cosl 

Điều kiện bài toán trở thành lim-— = 0. 

n 


Ta có lim cos — = cos 0 = 1 nên bài toán trở thành tìm k sao cho 


> không tồn tại k (do k nguyên dưcmg và chẵn). Chọn A. 


Câu 3. Ta có 0 < 


3sin« + 4cos« ^77 „ 3sinn + 4cos« 

-——-<——< — ->• 0->lim-——-= 0. Chọn E 

n +1 n + l n n +1 


n cos 2 n 

<^<I 

0 y «cos 2 « 0 J. L «cos 2 «j 

n +1 

n 2 +\ n 

^ n 2 +1 “ >im [ ~~ « 2 +1 ị 

1 —— 2 « ; 
5 

'' 1 = lim n 3 Ị— 

sinmr 2 ] Vì 

5 J' 
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lim n 3 = +00 

Mỉnr 


— 2 =-2<Ó 


Chọn A. 

Câu 6. Ta có 0 < tỊỊ- < —< - -►0-♦ tímt^Ẹ- = 0-► lim 4 + = 4. 

» + l n + 1 n n + 1 n + 1 


Chọn c. 


Câu 7. Ta có 


0 <| m „|<^—<-^0 

”4 ” ->limn n = lim V B = 0 ->lim(n n + v 8 ) = 0 . 

0 < |v I < —T“—r < — —>■ 0 
1 « 2 +2 n 


Chọn B. 

Chú ý : Cho p(n), Q(n) lần lượt là các đa thức bậc m, k theo biến n : 

p(x) = ạ m n m + a m _ ì n m ~ i H-b a x n + a 0 (a m Ỷ o) 

Ổ (») = b t n k + £*_,«*-' + • • • + \n + b 0 (b t Ỷ o) 

p{n) -Ẩ p{ n ) 

Khi đó lim —7 ; = lim , , viêt tăt —7 : ~ , , ta có các trường hợp sau : 

ew v>* 50 m*T 


khi a m b k > 0 
khi a m b k < 0 

Để ý rằng nếu p(n), Q(n) có chứa « căn »thì ta vẫn tính được bậc của nó. Cụ thể y[n* tì có bậc 
là —. Ví dụ \fn có bậc là có bậc là y,... 

Trong các bài sau ta có thể dùng dấu hiệu trên để chỉ ra kết quả một cách nhanh chóng ! 

—3 

Câu 8. Ta có lim —-—Ẹ -- = lim- £ -— = ^ = 0. Chọn c. 

4« 2 -2n + l 4 _2 + J_ 4 

Giăi nhanh : Dạng « bậc tử » < « bậc mẫu » nên kết quả bằng 0. 

4+2 

Câu 9. Ta có lim f + 4 = lim—— 'P— = — = 0. Chọn D. 

« 3 +3n —1 1 + A_± 1 


Nếu< 

< bậc tử » < 

« bậc mẫu ( n 

n < k ) thì lim — ; { 

SH 

= 0. 

Nếu< 

< bậc tử » = 

« bậc mẫu (n 

p(n) 

n — k) thì lim— 

e(») 

= ~ĩ' 

Nếu< 

< bậc tử » > 

« bậc mẫu (n 

p(n) 

n > k ) thì lim— 

ew 

■■8 
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Giãi nhanh : Dạng « bậc tử » < « bậc mẫu » nên kết quả bằng 0. 


Câu 10. Ta có lim ^7 — 4 + 1 — ì|tn—— \ - ĩ-— = ^ = 0. Chọn B. 

4« 4 + 2« +1 4+ 2_ + JL 4 


Giài nhanh : Dạng « bậc tử » < « bậc mẫu » nên kết quả bằng 0. 


Câu 11. Ta có lim 


1 1 

ô lim W»±i = lim ^ + « 2 = 0 = 

« + 2 1+4 1 


Giãi nhanh : ~ = -7='->0. 

n +2 n 2 


Câu 12. Ta có lim —= lim = lim- ĩr=\= 1. Chọn A. 

u„ n + 2 .,2 1 


Câu 13. Ta có limn = lim an + 4 = lim— 
5n + 3 , 


n _a 

4 _ 5' 


linitt,, =2<=!>!j = 2 <*=> ữ = 10- 'ệ Chọn A. 


5«+ 3 5 n 5 


Câu 14. Ta có lim«„ = lim 4 = lim-ỉr = 4 Nb e R) ->Chọn A. 

5«+ 3 5+ 3 5 ' > 


Giãi nhanh : 4~~~ ~ — = — với mọi b G M. 
5«+ 3 5« 5 


Câu 15. Ta có L = lim- 


2« 2 +l 


Giải nhanh: 


n 2 +n + 5 n 2 1 

2n 2 +1 ~ 2n 2 ~ 2 
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4 + 1 + 4 

Câu 16. 2 = limw„ = jÉiL — 4——— = lim- - ^ oì <=> a = 2. Chọn D. 

" a« +5 5 a y T ' 

« + — 


Câu 17. I = lim— 


-4-— 2 


—- * Chọn A. 


^ n 2 — 3« 3 —3n 3 _ 3 

2« 3 +5« —2 2« 3 2 


Câu 18. L = lim 


Câu 19. Ta có 


Chọn A. 


_ 5 _ _ 

5« 2 — 3ữ« 4 n 2 a _ -3ữ ^ n 4 a< 0 ri 

[l — a)n 4 + 2« + l h_ a \ + 2 + l (l -a) [«>1 

v n 3 n 4 


-»*)(3« 2 +1) _ "’l 

'A_l 


K 


'H 

K 

) _ —1.3 _ 3 

„1 

^2 ——1 


1-^Ị 


4 ) 

( 4 ) 

2.1 ~~ 2 


Giải nhanh: ( 2n 44 ~4 ~ =~v 

(2/7 —l)(n 4 — 7) 2«.n 4 2 


(« 2 + 2n)Í2« 3 + l)(4n + 5) 

Câu 20. L = lim-—7———- . 7 -7— = lim^7 

(„*-3»-l)(3»’-7) 


Chọn c. 

[n 2 + 2n){2n 3 +ỉ)(4n + 5) n \2n 3 An 8 

Giải nhanh: -————- -r —~— - - =-. 

(/7 4 — 3/7 —1)(3/7 2 —7) K 4 .3« 2 3 

3 ị - 1+J_ 

Câu 21. L = lim 4 == = lim ——ỂjL = 4= 1->Chọr 

>/«-8 3 44 </l 


Giăi nhanh: ~ 4 = 1. 

ị/n + 8 ĩỉn 
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" ^°° 2 

,_i , _-2» ,,. '-ị 

„2 1 _- úm-—= lim n,— —— =— cx 

lim - — =-4<0 1-3« 1 - 


h . n 3 — 2« _ 1 

1 —3n 2 ~ —3/ĩ 2 — 3 n 


4n 2 + 2« + l 




lim« = +00 


^ + 3 3 -úm - 2 ” + 3w = limn. n \ = +00. Chọn E 

lim—^- r = ^>0 4« 2 +2n + l 4+ 2 + J_ 


4 + -+-y 
2n + 3n 3 3 « 3 3 


4« 2 +2« + l 4« 2 4 


Câu 24. lim^— -—= lim— 
4« —5 


Giải nhanh : 


lim n 3 = +00 2 

A _1 ĩn — n 4 ... , +- 1 

3 1 1 ->lim ——— = llim« ,-—— = — 00 . Chọn c. 

= -4<0 4« —5 a _5 


5 4 < 


3n — n 


1 


4« - 5 4« 4 

Câu 25. Theo dấu hiệu ở đã nêu ở phần Chú ý trên thì ta chọn giới hạn nào rơi vào trường hợp « bậc tử » < « bậc mẫu » 
3 + 2« 3 


lim 4 


2n 2 — 1 


= +00 : « bậc tử » > « bậc mẫu » và a m b k = 2.2 = 4 > 0. 


lim — — —— = 0 : « bậc tử » < « bậc mẫu ». Chọn B. 

—2« 3 —4 

lim = +00 : « bậc tử » > « bậc mẫu » và ai. = (— 3Ì.Í—2) > 0. 

—2« 2 —1 ' ' v ;v ’ 
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2n 2 — In -3 3 

2 n 4 +n 2 - -2~ 2 


, a ,_. a m -3 3 

« bậc tử » = « bậc mâu » và — = —- = —. 

b k -2 2 


Câu 26. Ta chọn đáp án dạng « bậc tử » = « bậc mẫu » và a m b k > 0. Chọn c. 


I i m u = lim- 


2 — 3« 3 -3 


1 


9n + n — 1 9 3 

Câu 27. Ta chọn đáp án dạng « bậc tử » > « bậc mẫu » với a m b k > 0. Chọn A. 

[ìimn = +oo 


1 + u 2 _ ;i; _ n 1+x __ 

——— = lim n,— —— =+00 vì 


lim u n = lim 


5« + 5 


5+ ; 


lim Ể^ = fy 1 


Các đáp án còn lại đều rơi vào truờng hợp « bậc tử » < « bậc mẫu » nên cho kết quả hữa hạn. 
Câu 28. Ta chọn đáp án dạng « bậc tử » = « bậc mẫu » và a m b k < 0. Chọn c. 


u„ = : « bậc tử » > « bậc mẫu » và ab t = —3.2 = —6 < 0- >lim= — 00 . 

• n 2 + 2« 3 "* 


/ í +00 khỉ a > 0 

Chúý:(i) lim (ữ m n +«„_!« H-|-fl 1 n + a 0 j = j 

D khia„< 0' 

[-0< 

(ii)Giảsử ợ >max|ợ i : i = ỉ;2...-,m) thì 

a ữ khi \q\ < 1 

lim [a.q n +a m q" m 4-h + a 0 ] = ■ 

+00 khi a > 0, q > 1. 

—00 khi a <0, q>\ 

Ta dùng « dấu hiệu nhanh » này để đua ra kết quả nhanh chóng cho các bài sau. 



n 2 +5n — 3 ) = limn 2 2 + — — \ = +00 vì • 

ílim« 2 = +00 

Câu 29. Z, = lim(3 

í 5 3 ì 


{ n n) 

lim 2 + --4 : 


Giăi nhanh : 3n 2 + 5n — 3 ~ 'ìn 1 -■+ + 00 . 


Câu 30. Ta có lim( 5 n — 3(a 2 — 2)« 3 j = limn 3 Ị-^-— 3(ữ 2 — 2 j| = —00 
^ lim (^ _3 ( fl2 _2 )Ị = « 2 -2< 0 ^-a/2 < <4Ĩ .a.^-ioao) > a = -1; 0; !• Chọn B- 


Câu 31. Ta có 


lim(3n 4 +4n 2 - 

-n + l) = lim« 4 13 + -^- — ỉj- + ^-| = +oo vì - 

lim n 4 = +oo 

í 4 1 lì 

lim 3 + -^ - 3+4 = 3 > 0 
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Chọn D. 

Giãi nhanh : 3 n 4 + 4n 2 — n +1 ~ 3 n 4 -*+ 00 . 


Câu 32. Vì yfĩ, ịyỉĩ j",... ,ịyỉĩ j lập thành cấp số nhân có «J = V 2 = q nên 


u n = V2 ■ 1 = (2-V2 )ịụĩỴ - 1 |-► limn n = +00 vì | ơ 2 ^_^ >0 Chọnc. 

Câu33.Tacó -^ + l + -^ + ... + -^- = ^-(l + 2H-fra) = -Ị-.—. Do đó 

2 2 2 2 2 2 

- + 1 + - + ... + - 

lim —- Ậ — - —= lim n 4 (“bậc tử” = “bậc mẫu”). Chọn D. 

n +1 4 « —4 4 

Câu34.Tacó *, + \+—— n , ^ : * (1 + 2-f- \-n — \) = \,—— - - —-= n n . Do đó 

n n n n n 2 2 n 


lim[4r + -^- + ... + — ,1 ) = lim W n — Chọn c. 
[n n n ) 2 n 2 


Câu35.Tacó 1 + 3 + 5H—(2n — 1 ) = — - - = n 2 nên 


1 + 3 + 5-Ị-h(2n + l) : 

3« 2 +4 


Câu 36. Ta có 


!± + + + „. + 1 ] = ll J 1 4 + ị+ + ... + +_L) = ll J 1 _ _L) = , 


lim —— + —— +... H— --T- 

( 1.2 2.3 »(» + !) 


Chọn B. 

Câu 37. Với mọi (eN* thì 


1 1 1 


(2Ả:-1)(2Ả: + 1) 2 [2* — 1 2Ẵ +1J 
L3 + +5 + '" + (2n-l)(2n + l)Ị = 1Ìm 2| 1_ 3 + 3 _ 5 + 2n-l _ 2n + lj 


lí, 1,1 1 1 


= limị|l-—M = ị. 
2 2« + lj 2 


Chọn A. 

Câu 38. Ta có 
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11 1 11 11 11 1 1 1 

ĨÃ + Z5 + + n(n + 3) _ 3[ ~~ 4 + 2-5 + 3 - 6 + '" + n ^7+3] 

l[í 1 ,1 , , lWl , 1 ,1 , , 1 11 

3 [Ị, 2 3 n) u 5 6 « + 3jJ 

lí 1 1 1 1 lì 


2 3 

1 

n +1 , 

1 

n + 2 

1 Ỵ 

' _ ũ+r 

~^+2 _ 

‘5íặJ: 


„ 1 , 1 , , 1 111 1 1 1 1 

(l.4 2.5 n(n + 3)J 3[ồ n +1 n + 2 « + 3j 

Câu 39. Đít p(n) = = ĩíĩdẼĩiíl thi ttcó 


l 2 + 2 2 + 3 2 + • • • + n 2 = (p(2)~p(l)) + (p(3)-p(2)) + • • • + (p(n + 1) -/>(«)) 


= p(« + l)-i>(l) = 


n(n + l)(2n + 3) 


Do đó lim - + 2 , 2 +'"t” 2 = lim ”(” + 1 )( 2w + 3 ) =ị = ị. Chọn D. 
«(n 2 +l) 6«(n 2 +l) 6 3 


Câu 40. Giả sử lim u„ =a thì ta có 


1 1 \a Ỷ 2 ịa Ỷ 2 _ „ 

a = limM,^, = lim—-— = ——. •o-l <*=>a = l. Chọn D. 

" + 2 -u n 2 — a [a{2-a) = \ [ữ 2 -2ữ + l = 0 


Câu 41. Giả sử limw —a thì ta có 


Câu 42. lim 72 + ĩ — lim— 

4« —2 


-> Chọn B. 


^9n 2 -n + l ^ _3 


V3 


n 2 +2u + l -n 2 _Ị_ 

Vv+2 7i7“ -s/3’ 
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Câu 44. lim = Ii m 

V2n+5 


/T 

- = -ậ= = 1. Chọn D. 


lh; js + 5~vs = 


Câu 45. Iirft —t 

Vn + 1 + M 



y = 0-►Chọn B. 


Giải nhanh: ^ ậEEI —— = ->0. 

-v/n+T + n » -Ịn 


_1 + a/Ĩ_ 


2 V 2 sin^ 


J« = 2a/2_ 
1ế = 0 


->s = 8 - * Chọn B. 




= = ^- = 0.Chọn c. 


i-íAi _u„„u. 10 10 _ 10 A 

Giải nhanh: Ị=T = 2 - ^0. 

Vn 4 +« 2 +1 Vn 4 » 


Câu 48. lim (« + 1 ) ^ ^2w + 2 ~ = ^ 4^ W+ 2 ~ ~ = 0 (“bậc tử”< “bậc mẫu”). Chọn c. 

Giài nhanh: (» + l) j „. 2 " 4 , 2 _, ~ »<Ịặ = -*»■ 


Câu 49. Ta CÓ lim 


jtrnx 

n 1im ^” 3 + 5 ” 2 -7 -1t~V ” ^ = Ệ = ệ 

V3« 2 — « + 2 L 1 | 2~ V 3 3 

\ n n 2 


s 


= bj 3 + 


^ = ị n 1 

3 => p = ị. Chọn B. 
c = 0 3 


Câu 50. Ta có 


lim yj200 — 3n 5 + 2n 2 = lim « 



lim 

n — +00 

í 1 200 „ 2 ì 

5/—J--3+--y = -00 vì - 



lim 

'õ^ĩ 


= -ịfĩ<0' 
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Chọn D. 

Giải nhanh: V 200 — 3n 5 +2n 2 ~V—3« 5 = —ị/ĩji ->— 00 . 

Câu 51. 4n + 5 — \Jn +1 ~ Vũ — 4n = 0- ệ nhân lượng liên hợp : 

lim(V« + 5 - Vn + l) = lim— — 4 , = 0->Chọn^ 

v ' V« + 5+V« + l 

Câu 52. v« 2 — n + 1 — n ~ Vũ 2 " —n = 0- > nhân lượng liên hợp : 


lim(v« 2 — n + 1 — n) = lim j à= n + 1 -= lim n -= — 

\ r ffỊ +I 5 

Giải nhanh: \Ịn 2 — n + l—n= , /? + Ị = '0 n —_ _Ị_ 

yjn 2 -n + l+n 47 + n 2 

Câu 53. limỊVn 2 — 1 — V3n 2 4-2 j = limní^l — — ^3 + -^-) = —oo vì 


limn = +oo, limỊ^l y — y3+—j = 1 —V3 < 0. Chọn c. 

Giải nhanh: v« 2 -1 - V3« 2 + 2 ~ Vũ 7 - v^r = (l- S)n ->-00. 

Câu 54. v« 2 + 2 n — ^ In 2 —2 n ~ Vũ 2 " — Vn 2 " = 0-> nhân lượng liên hợp : 


lim v « 2 +2« — v « 2 — 2n = lim— 


v« +2n+v« -2« + v 

Giăi nhanh : ^fn 2 ~+2n — \ln 2 —2n = , , = ~ —ị=J^—ị= = 2. 

v« 2 +2« + v« 2 -2n v« 2 + v« 2 

Câu 55. v« 2 +a ỉ n—^Ịn 2 +(fl + 2)« + l ~ Vũ 7 — -Ịỹ^ = 0-> nhân lượng liên hợp: 


Ta có limỊV« 2 + « 2 « —a/” 2 +(ư + 2)n + lj = lim 


(<r-a-2)«-l 


-a — 2 _ f<2 = —1 


Câu 56. V2« 2 — n + 1 — V2« 2 — 3n + 2 ~ V2« 2 — V2n 2 = 0-> nhân lượng liên hợp : 


Chọn A. 


2. Chọn B. 
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nị^In 2 —n + ì — \l2n 2 — 3n + l) = lim - — ị = 

1 > •sỊln 2 —n + l + \]2n 2 —3n + 2 

"V ' v 


Chọn B. 

Giải nhanh : 


rr~ĩ — — TT m —„ , “ 2n — 1 2n 1 

V2« — H + l — \j2n 2 — 3n + 2 — —f = -— Ị = — —f= ■ 

\l2n 2 — n +1 + \Ỉ2n 2 — 3« + 2 V2/? 2 +V2« 2 v2 

Câu 57. Giải nhanh : \]n 2 +2n — l-^2n 2 +n ~ -y/ũ 2 " — -\/2« 2 = Ịl — V2j«->— 00. 

Cụứiể: limỊ-v/« 2 +2n — l-^2n 2 + nj = lim « 1^1 + -^---^ — ^ 2 + — I = —00 vì 

limn = +00, limỊ^l + — —— ^2 + — 1 = 1 — V2 < 0 -► Chọn c. 

Câu 58. Nếu v« 2 — 8« — « + ữ 2 ~ Vn 2 " — B = 0->nhân lượng liên hợp : 


1 + - + 1 


= Í7 2 -4 = 0 a = ±2. Chọn B. 

Câu 59. v « 2 — 2n + 3 — « ~ V nĩ — n = 0 -► nhân lượng liên hợp : 


lim Ụn 2 —2n + 3 —n) = lim -= lim— 


v« 2 — 2n+3 +n 


-1->Chọn A. 


Giài nhanh : *Jn 2 — 2n + 3 —n= = - -~ 7 /? — = — 1. 

\Ịn 2 —2n + 2> +n \Jn~+n 

Câu 60. yỊn 2 + an+ 5 —\Ịn 2 +1 ~ Vữ 2 " —Vữ 2 " = 0-► nhân lượng liên hợp : 

— 1 = limw n = lim(V« 2 +an + 5 — v« 2 + 1 ) = lim an+ 4 — 

v 1 v« 2 +an + 5 + v« 2 +1 


,0,5, L , 1 2 


Chọn c. 
Giải nhanh : 
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-1 ~ Vw 2 + an + 5 - Vw 2 +1 ^ n % / - ^ fri?-wÁ ^ 

v« +ư« + 5+V« +1 v« +v« 2 


= a = —2. 


-> nhân lượng liên hợp : 



= 0.-♦ Chọn c. 


Câu 62. ỷjn 2 —n 3 + n ~ V-« 3 + n = 0 -4 nhân lượng liên hợp : 



Câu 63. v « 3 — 2n 2 — n ~ Vũ 3 " —« = 0-► nhân lượng liên hợp : 


lim v « 3 — 2 « 2 — n = lim 


— 2« 2 1; -2 

- --- = lim 1 - -= 

ỉịự-Irí 1 ) 1 +nMn 3 -In 1 +n 2 1 2 f ịẨT 2 +1 


Chọn B. 

Giải nhanh: v « 3 —2 n 2 — « = 




_ —2n 2 _ _ 2 

„ 2 V^ + n.V^ + « 2 ~ 3 


-2« ) +n3Jn -2n + 

Câu 64. v«(v« + l — v« —l] ~ 4n [4n — v«] = 0->nhân lượng liên hợp : 

limVũ (v« + l — v« — lì = lim . 2 a ^ = 1im—= 2 — = 1 -► Chọn D. 

1 1 Vĩ+ĩ + 7^ĩ fj + fĩ 

_ _ 2 r 2 r 

Giăi nhanh : -Ịn (Vw + 1 - Vw-l) = .- =1. 

1 ' VV+Ĩ+VV^I v^+v^ 

Câu 65. VũỊv« + 1 — Vỡ ] ~ Vỡ sjn — \fn j = 0-► nhân lượng liên hợp : 

limVV (jn + l — Vn) = lim 7 . ẩẵ - —= = lim , i =-= 4-■» Chọn B. 

1 ' fĩ +í 2 

Giãi nhanh : v«(v« + l - Vũ) = j ^ — lp ~ -j=^— ' r- = 4- 
1 ' VV+T + VV vv + vv 2 
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Câu 66. n Ụn 2 +1 — v« 2 — 3j ~ n Ị-y/ũ 2 " — Vữ 2 "j = 0-► nhân lượng liên hợp : 

lim«ỊV« 2 +1 — \ln 2 — 3 Ị = liiỊị sp^ 2 — = tí m J 2 ^ ]Ị = 

Giải nhanh: «(V« 2 + 1—v« 2 — 3 ) = - 


%/« 2 +l + V« 2 -3 ^+47 


2- ị Chọn B 


Câu 67. n Ụn 2 +n + l — \Ịn 2 +n — ój ~ n ỊVn 2 " — Vn 2 "! = 0-► nhân lượng liên hợp 

ỉimnỤn 2 +n + l - v« 2 + n-6j = lim- 
= lim 


v« 2 + n + l + \ln 2 + n- 6 

7 7 


Chọn c. 
Giải nhanh 


In 7 
2 ' 


: nUn 2 +n + l-\ln 2 + n-6\ = - ị- 7w . ~ Tt~TT 

x 1 v» +B + 1 + VK +K-6 v« +v« 

Câu 68. a/« 2 +2 — yỊn 2 +4 ~ ^fn 2 — Vn 2 " = 0- > nhân lượng liên hợp 


W2-V« 2 +4 2 


vì limn = +00, lim — /1 + -^- + /1 + -^- = — 1 < 0 -► Chọn c. 


1 1 




v« 2 +2-V« 2 +4 2 

Câu 69. yj9n 2 -n—sjn + 2 ~ \l9n 2 =3 nỶ 0- »giải nhanh : 

yj9n 2 -n-^n + 2 49 ^ _ 

3n — 2 3n 


1-> Chọn A. 


Cụ thể : lim ^ 9 ” 2 w y w + 2 = lim^L 

3n — 2 ,_2 


n + V_^Í9_ 


Câu 70. ịỊn^+ĩ — n ~ yỊn 2 —n = 0 -► nhân lượng liên hợp : 
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lim(-ự« 3 + 1 — n) = lim - — 1 - 

1 ' ìl(n 3 +l) 2 +nlln r Tl+n 2 


2 —5" +2 —5" +2 _ 25 

: 3"+2.5" ~ 2.5" 


2 2-+ -25 

Cụ thể : lim2 ^—— lim 

3"+2.5" (3)" 2 


2 n+1 +5" 5" 

[lì _1 ° 

Cụ thể : lim ~u —lim — -= —10. 

2+5 2.(§[+i 


Câu 73. Giải nhanh : - - ^ — 7 ^-~t 7 =(tÌ ->0. ChọnA. 


3.2"+4" ~ 4" UJ 


Cụ thể : lim 


* _ +1 , 1-8.1 -3.1 

, 3"-4.2" +1 -3_ i; Ui Ui UJ _0_ 


2" —2.3" +1 -2.3" 2 


1 

ũr ““2- 


Câu 75. Giải nhanh : 


(V5)--2~^+l | 2 „. + 3 ựĩ)‘ 2»; 1 7ặ 

5.2'+(75)"-3 ”’-l (75)" »' V5 5 


Ố = 5. 
c = 2 


Vậy 5 = l 2 + 5 2 + 2 2 = 30. Chọn B. 


Cụ thể: lim 


(V5)"-2" +1 +l | | 2„2 + 3 
5.2"+(V5)" +1 -3 + + « 2 - 1 


1-2.Í4Ĩ+Í4Ỉ 2+4 


4ZM14ML+VZ 

5 'UĨ +Vỉ -'UỈ 'U 


l + 2 = f+ 2 . 

V5 5 


Chọn B. 
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_, 7r"+3"+2 2 " 7r"+3"+4" 4" 1 _ 

Câu 76. Giải nhanh: -—-——— —— = - —-—■+-—- ~ — — = —- y Chọn D. 

3tt" — 3" + 2 2 " +2 3tt"-3"+4.4" 4.4" 4 


Cụ thể: lim 


3.ÍvÌ'-3.Ítỉ+4 


Câu 77. Giải nhanh : Vì 3 > -Js nên 3" — V?” ~ 3" -► + 00 . Chọn D. 


Cụ thể: lim 1 3" — y/s" I = lim 3" 11 — Ị -^-1 | = +00 


liml-KH = 1 > 0 
3 


Câu 78. Giải nhanh : 3 4 .2 n+1 -5.3" ~ -5.3" = -00 (-5 < o).- ■»Chọn c. 


Cụ thể: lim(3 4 .2" +1 — 5.3") = lim3" Íl62.í-^j — 5 ] = — 00 vì 


lim|l62.Ị|Ị —5| = —5 < 0 


Câu 79. Giải nhanh : 3 - —7;-^-~47 = ÍtÌ ->0. ChọnA. 


3.2«+ 4" ~ 4" ( 4 ) 


Cụ thể: 0< - r - 4 - r 'r 3 < — 7 ]— = 24. í yĩ' —>0-»lim ~ 3 ệaậ. 

3.2«+ 4” 4" {4} 3.2«+ 4" 


" «(« —1)(« — 2 ) n } 

Câu 80. Ta có 2" = Vc ^ 2" > c, = -i-- l~'±-=ị 

ừo 6 6 


, 2 + 3.^ + 10.W 


Chọn A. 

Câu 81. Giăi nhanh: , 4 P„ + 2 
V 3" + 4" 4 

Mà «e(0;2018) và aẽZ nên «e{l0;2017}-► có 2008 giá trị a. Chọn 


= ị-< — Ị-r Ệấ 2“ > 1024 = 2 10 <s> 0 > 10. 

4 2“ 1024 


Cụ thể : lim 


1 4”+2" +1 _ 
h" + 4 n+a z 


lim. 


J |T_n- . 

( ệỉ + 4 - = ^ 4 ‘ = V ( 2") 2 =2 "' 
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Câu 82. Ta CÓ limí ^rc + +lim ^ ) ■ Ta có 


£S.JEỊ.ị 

3« —1 , 1 3 


Jn 2 +2n (-1)1 1, 


>líz£Líi 


(zir 


0<M-<7 -^o^lim^—^ = 0 


í73« + (-l)"cos3«'l . í ^3« (-l)"cos3nj 


4~n-l 


\4~n - 1 


v «-1 1 

lí—l)"cos3« .1 _ ( — lỴ'cos3« 

0< v V < —ị=r —- — > 0 => lim - V a 

v^-l 4n-\ v^-l 


\[ĩĩi — (—1)" cos3« 

1 V^-ĩ =v ' 


Chọn B. 


Câu 84. Ta có 


1 

an — 1 w 2 

-r-—f = lim — = fl ,--— -— 

3 + 72 ___L_1 - an —1 1 rr ~— 

« 2 ^ hm f + JWr = ^- 

1 


lim + = lim I =0 
2 " 2 


ú Ễ (0;20), íẽZ 

Ta cỏ _ _ 7 ->ae{l;6;13}. ChọnB. 

v« + 3eZ 


Câu 85. Ta có lim V 2 . 3 " - /z - 2 = lím >/ 3+2 - ” — 2.Ị^j . Vì 


limV^ &+QQ 

0 < ^- < + = — 7——V = ——— —> 0 => lim^- = 0 

3"-C„ 2 «(«-1) n- 1 3" 


lim-\+ = +00 

lim^2-^- + 2.Ị^-Ị =V2>o’ 


do đó lim V 2 . 3 " — n + 2 sị<Ị-oo. Chọn D. 


Câu 86. Gọi q là công bội của cấp số nhân, ta có : 
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1-9 2 


s,=«,.í=íl = i~' 

1-0 4 

2 C-*’K 


. Chọn A. 


5 , = 9+3+1+|'+|+- + ^ t +- = 9| 


111 1 

9 

1 

3 + 3 r + 3 T + '" + r rĩ+ '" 



CSNlvh: Ul =l,q=ị 


l 3 J 


Chọn A. 

Câu 88. Ta có 


s = yỈ 2 

, 111 1 

1 + - + - + - + . •• + — + ••• 
2 4 8 2" 

= V2 

1 

P" 




„ 2. 


= 2 V 2 . Chọn c. 


CSN Ivh: Mj = 1 , q=í 


111 (-1)" +I 1 

, 1 1 (-ir 

1 

1 

2 6 1 18 1 1 2.3 _1 1 “ 2 

3 + 3 2+ "' + 3 "“' 

~~ 2 

1 +i 


CSN Ivh-.u^l, q=-ị 


l 3 J 


'ĩ-3 + 4-9 + " + F-F 


11 1 
2 + 4 + ’" + T r4 


11 1 
:|^9 + , " + ỹ-t 


1 1 

= _ 2 _3_ =1 _I = I 

1 I 1 1 2 2' 


Chọn D. 

Câu 92. Ta có 1 + a + a 2 + ... + a n là tổng n +1 số hạng đầu tiên của cấp số nhàn với số hạng đầu là 1 và công bội là a , nên 
l + a + a 1 + ... + fl” = , —- = 2—2:—. 

1 —ữ 1 —« 


Tuơngtụ: 1 + 6 + 6 +... + 6” = 


l(l-&” + ) _ 1-y+i 
1-6 1-6 
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1 + « + « +... + «" 


l + b + b +...+ 


1 — a n+i 

?—= lim 1 = lim ị——.ị— — — (|«|<l,|è|<l). 
ố" l-r +1 1 —« 1 —è 1 1 — a ' 11 ’ 

l-b 


Chọn E 


Câu 93. Ta có 


s = 1 + cos 2 x + cos 4 X + cos 6 XH-hcos 2 " Jt + — = -^— = —X ,—. Chọn c. 

’ 77 „ 17 7 ' 1-cos X sin X 


<s = 1 — sin 2 X + sin 4 X — sin 6 XH-hí— l)" .sin 2 " x-|— = -—. Chọn c. 

-—- ~r — -' 1 + sin 2 X 


Câu 95. Ta có tan a Ễ (0;]) với mọi aeỊO;— j, do đó 

5 = l-tana + tan 2 a-tan|feh... = T — -= , C0SQ -=-^- T .Chọn B. 

L 1 + tana sin a + cos a ^ sin í 


Câu 96. Ta có 


M = 


, khi đó 


, 1 1 MN 

Ả = - —-— = -7-77-— = —-. ChọnA. 

1 -OT« ỉ _ị l _ L M+N-l 

{ m){ n\ 

Câu 97. Ta có 0,5111- = 0,5 + 10“ 2 +10“ 3 +- + 10"" +••• 


Dãy số 10 2 ;10 3 ;...;10 ”;...là một cấp số nhân lùi vô hạn có số hạng đầu bằng Mj =10 2 , công bội bằng <7 = 10 1 nên 


s= «1 _ 10~ 2 Ị 

l-q 1-10” 1 90' 


Vậy 0,5111... = 0,5 + s = ^ = ặ- ế 

90 45 


« = 23 
ố = 45' 


T = a + b = 68. Chọn B. 


Câu 98. Ta có 


— 

.4 = 0,353535... = 0,35 + 0,0035 + ... = 7^- + ~~~r+... = =» f = =» T = 3465.. 

10 2 10 4 ị _ỉ 99 [b = 99 

10 2 


Chọn B. 

Câu 99. Ta có 
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B = 5,231231...= 5 + 0,231 + 0,000231 + ... 

231 

10 3 10 6 J_Ị_ 999 333 

10 3 

Chọn A. 

Câu 100. Ta có 

0,17232323... = 0,17 + 23 -L + 7 ! 7r + 7 4--- 
Uo 4 10 6 10 8 ị 
1 

17 | 23 10000 _ 17 23 1706 _ 853 

100 'j_L 100 100.99 9900 4950' 

100 

\a = 853 , 2 _ _. ,, 

-mT =► 2 12 < T = 4097 < 2 13 . 

[b = 4950 

Chọn D. 
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2. GIÔÙI HAĨN CUŨA HA0M SOÁ 

A. KTỂN THỨC CẰN NHỚ. _ 

I - GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA HÀM SỐ TẠI MỘT ĐIỂM - 

1. Định nghĩa 

Định nghĩa 1 

Cho khoảng K chứa điểm x 0 và hàm số y = f[x) xác định trên K hoặc hên ẪT\{x 0 }. 

Ta nói hàm số y = f(x) có giới hạn là số L khi X dần tới x 0 nếu với dãy số ịx n ) bất kì, x n G K \ {x ữ } 
và x n —* x 0 , ta có f(x„ ) —> L. Kí hiệu: lim f[x) = L hay /(*)—» L khi X —> x 0 . 

Nhận xét: lim X = X 0 ; lim c = c với c là hằng số. 

2. Định lí về giói hạn hữu hạn 

Định lí 1 

a) Giả sử lim f(x) = L và lim g(x) = M . Khi đó: 

• lim[/(x) + < g(* )] = £ + M\ • lịm [f(x)-g{x)] = L-M\ 

• lim [/(*).£(*)] = L.M\ • lim — -77 (nếu M 0). 

*■"**£(*) M 

b) Nếu f(x) > 0 và lim f(x) = L, thì L > 0 và lim yjf(x) = \ÍL. 

3. Giói hạn một bên 

Định nghĩa 2 

• Cho hàm số y = f(x) xác định trên (x 0 ]b). 

Số L đuợc gọi là giới hạn bên phải của hàm số y = f(x) khi X—* x 0 nếu với dãy số (x n ) bất kì, 
x 0 <x n <b và x n —> x 0 , ta có f(x„)-> L. Kí hiệu: lim f(x) = L. 

• Cho hàm số y = fịx) xác định trên (a;x 0 ). 

Số L được gọi là giới hạn bên trái của hàm số y = f(x) khi X —> x ữ nếu với dãy số (x„) hất kì, 
a<x n <x 0 và x n —* x 0 , ta có Kí hiệu: lim /(x) = L. 




Định lí 2 
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3. Một vài quy tắc về giói hạn vô cực 


a) Quy tắc tìm giới hạn của tích f{x).g{x) 


lim f{x) = L 

lim g(x) 

Jim[/(x)^(x)Ị 

L> 0 

+oo 

+oo 

—oo 

—oo 

L< 0 

+oo 

—oo 

—oo 

+oo 


b) Quy tắc tìm giới hạn của thuơng 


M 



lim f(x) = L 

lim ^(x) 

Dấu của g(x) 

lim M 

ẵ\ x ) 

L 

±oo 

Tùy ý 

0 

L> 0 

0 

+ 

+oo 

- 

-oo 

L< 0 

+ 

—oo 

- 

+oo 



B. CÁC DANG TOÁN VẢ PHƯƠNG PHÁP GỈẢT 



Vấn đề 1. Tìm giói hạn bằng định nghĩa 


1. CÁC Ví PU MINH HOA 

Ví dụ 1. Tìm giới hạn các hàm số sau bằng định nghĩa : 

1. A = lim(3x 2 +X + 1) 2. B = lim ——Ậ 3. c = lỉm ^ x —2 — 4. D= lim + 2 

Ví dụ 2. Chúng minh rằng hàm số sau không có giới hạn: 

1. f(x) = sin—khi X — > 0 2. f(x) = cos 5 2x khi X — > -00 . 

vx 

Ví dụ 3. Chúng minh rằng nếu lim |f(x)| = 0 thì lim f(x) = 0 . 

X-»Xq x-»xq 


II. BÀI TẢP Tư LUÂN Tư LUYẾN 


Bài 1 Tìm giới hạn các hàm số sau bằng định nghĩa 
1. lim X + ^ 2. lim(x 3 +l) 3. lim 


yíx + 3-2 

X — 1 
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4. lim 

X >-x X — 2 

_ Vx + 4-2 

7. lim- 


5. lim —-í 

x4-00 x + 2 

„ 4x-3 

8. lim 

X->1 + x “! 


x->ỉ 2x -1 
, 3x-l 


x >Õ 2x X >1+ X -1 X >2- x ~ 2 

Bài 2 Chúng minh rằng các hàm số sau không có giói hạn : 

1. f(x) = sin— khi X— >0 2. f(x) = cosx khi X— >+00 

X 

Bài 3 Bằng định nghĩa hãy tìm các giới hạn sau 
„ 2x 2 + X-3 . x + 1 


2. lim 


3. lim - 


x4ì X-1 

4. lim(x 2 +x-l) 5. 

X->-ooV / 

Bài 4 Chúng minh rằng các hàm số sau không có giới hạn 


lim - 

x->2~ 


00 2x 2 +1 

X 2 + 3x + 2 
im —j——J—. 
>-r x + 1 


1. f(x) = cos—-khi x->0 


2. f(x) = sin2x khi x ->+00 


Vấn đề 2. Tìm giới hạn của hàm sô 


Bài toán 01: Tìm lim f(x) biết f(x) xác định tại x 0 . 

x->x 0 


Phương pháp: 

* Nếu f(x) là hàm số cho bởi một công thức thì giá trị giới hạn bằng f(x 0 ) 

* Nếu f(x) cho bởi nhiều công thức, khi đó ta sử dụng điều kiện để hàm số có giới hạn ( Giới hạn trái 
bằng giới hạn phải). 


Ví dụ 1. Tìm các giới hạn sau: 


1. CÁC ví PU MINH HOA 


2. lim - 


X 2 + 3 - 2x 


x -»° 2x + cos 2 3x x “» 2 \Jx + 6 + 2x -1 

Ví dụ 2. Xét xem các hàm số sau có giới hạn tại các điểm chỉ ra hay không? Nếu có hay tìm giới hạn đó? 
1X + 3x +1 


1. f(x)= x +2 
3x + 2 


khix<l 


khi X -> 1 ; 


„ v 2x 2 + 3x +1 khi X > 0 ... 

2. £(x) = j khi x^-0 

[-X 2 + 3x + 2 khi X < 0 

Ví dụ 3. Tim m để các hàm số: 

X 2 + mx + 2m + 1 ,, . 


1. f(x) = 


có giới hạn khi X 0 . 


. a/Ĩ^x+2 
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x 7 +x-2 „ ,, . 

— 7 ===—hxnx + 1 khi X < 1 , ,, . 

2. f (x) = < _ x có giới hạn khi X — » 1 . 

[3mx + 2m -1 khi X > 1 

II. BÀI TẢP Tư LUÂN Tư LUYẾN 

Bài 1 Tìm giới hạn các hàm số sau: 

„ . x 2 -x + l „ _ 2tanx + l 

1. A = lim---— 0 

X »1 X +1 


, „ ,.^+2-x+ĩ 

3. c = lim-—4— 

x-»0 3x +1 

Bài 2 Tìm các giới hạn sau: 

- A x + 1 


4 rx_u„^ 7x + 1 + 1 

4. D = lim--4—. 

X—>1 X 2 


>-2 X 2 + X + 4 


- ^ 1; _ V2x 2 -x + 1-^2x + 3 

3.C = lim-— - 

X >1 3x 2 -2 


MÌ|/3x + l-2 

Bài 3 Xét xem các hàm số sau có giới hạn tại các điểm chỉ ra hay không ? Nếu có hãy tìm giới hạn đó ? 
[3x 3 - 5x 2 + 4 khi X > 1 ì , 


l.f(x) = 


3x-l 


khi X < 1 


khi x-»l 


tại X = 1. 


[2x + l khi X < 2 

Bài 4 Xét xem các hàm số sau có giói hạn tại các điểm chỉ ra hay không ? Nếu có hãy tìm giới hạn đó ? 

„ ,, . Í3x 2 -5x + 1 khi X>1 

1. f (x) = ■! ~ 

[-3x + 2 khi X < 1 

[ x 3 -8 
x-2 

[2x + l khi X<2 


Bài 5 

1. Tìm a để hàm số sau có giới hạn khi X —> 2 f (x) = 

2. Tìm a để hàm số sau có giới hạn tại X = 0 f (x) = 


X 2 + ax +1 khi X > 2 
2x 2 -X +1 khi x<2 
5ax 2 + 3x + 2a +1 khi X > 0 


Bài 6 Tìm a để hàm số 

[ 5ax 2 + 3x + 2a +1 khi X > 0 
|l + x + Vx 2 +X + 2 khi x<0 


1. f(x) = 

2. f(x) = 


1 + X + Vx 2 +X + 2 khi X<0 

có giới hạn tại X -> 0 


X 2 + ax +1 khi X > 1 
2x 2 - X + 3a khi X < 1 


có giới hạn khi X -> 1. 
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Bài toán 02. Tìm A = lim -^7 trong đó f (x 0 ) = g(x 0 ) = 0 . 
x-»x n g(x) 

Dạng này ta gọi là dạng vô định . 

Đê khử dạng vô định này ta sử dụng định lí Bơzu cho đa thức: 

Định lí: Nếu đa thức f(x) có nghiệm X = x 0 thì ta có : 

f(x) = (x-x 0 )f 1 (x). 

*Nếu f(x) và g(x) là các đa thức thì ta phân tích f(x) = (x-x 0 )£ị(x) vàg(x) = (x-x 0 )gj(x). Khi đó 
A = lim -^ 7 , nếu giói hạn này có dạng 7 thì ta tiếp tục quá trình nhu trên. 

x -”<ogi(x) 0 

Chủ ỷ : Nếu tam thức bậc hai ax 2 + bx+c có hai nghiệm Xj ,x 2 thì ta luôn có sự phân tích 
ax 2 + bx + c = a(x - Xj )(x - x 2 ). 

* Nếu f(x) và g(x) là các hàm chứa căn thức thì ta nhân luợng liên hợp để chuyển về các đa thức, rồi 
phân tích các đa thức nhu trên. 

Các luợng liên hợp: 

1. (Vã-Vb)(Vã + Vb) = a-b 

2. (& ± «^ + ^) = a-b 

3. - ^b)(\/ã^ + ựa n_2 b +... + = a - b 

* Nếu f(x) và g(x) là các hàm chứa căn thức không đồng bậc ta sử dụng phuong pháp tách, chẳng 
hạn: 

Nếu ýu(x),«ýv(x) -> c thì ta phân tích: 

Trong nhiều truòng hợp việc phân tích nhu trên không đi đến kết quả ta phải phân tích nhu sau: 
iyũ(xj - = (tyũõõ - m(x)) - - m(x)), trong đó m(x) -> c. 

thức cần lưu ý: 

a n - b n = (a - b)(a n_1 + a n_2 b +... + ab n_2 + b n_1 ). 


1. CÁC VÍ PU MINH HOA 





Ví dụ 1. Tìm các giói hạn sau: 
l.A = lim ^—ị 

X— >1 X — 1 

Ví dụ 2. Tìm các giói hạn sau: 
1 c = lỉm - mx ^ n -íĩ + nx ) m 

xUo X 2 

Ví dụ 3. Tìm các giói hạn sau: 

„ . ,, V2x-1 - X 

1. A = lim——-—- 

* >1 x 2 -l 

Ví dụ 4. Tìm các giói hạn sau: 


_ „ ,, X 5 -5x 3 +2x 2 +ÓX-4 

2. B = lim- - . - 

X->1 x 3 -x 2 -x + l 

2 ,D = H (l±íĩâli3íNi 

X—>0 X 
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V2x - l.v3x - 2 a/4x - 3 -1 


Ví dụ 5. Tìm các giới hạn sau: 
3/7x + 1-V5x-1 


_ Vx + 2-^x + 20 
- x->7 7x+9-2 


Bài 1 Tim các gói hạn sau : 

- A X 3 - 3x 2 + 2 

l.A = lim-—- 

2. B-lim- 

X >1 X 2 4x • 3 

x >2 

3C = hm (1 + 3x)3 - (1 - 4x)4 

4 D - lim - 

x7ò X 

x-»0 

Bài 2 Tim các gói hạn sau : 

l.A = lim—-— (m ,neN*) 

2. B = lim 

x7ò x m -i 

x->0 


< 4 - 5x 2 + 4 


- (neW*,a*0) 


x^o^/l + bx-l 

Bài 3 Tim các gói hạn sau : 

„ . 2x 2 -5x + 2 

1. A = lim - 


7>2 X 3 - 3x - 2 

3/Ĩ7Ĩ-1 

x-ío^x + l-l 
Vl + 4x-7l + 6x 


. „ _Vl + ax^l + Px^l + yx -1 , 

4. B = lim--— v - - - với a(3y 0. 


X 4 - 3x + 2 


x7ì X 3 + 2x-3 

^/4x-l-Vx + 2 

= lim— - 

X-Í7 72x + 2 - 2 

.. 'x/l + ax - 7l + bx 


x73 X 2 - 4x + 3 

V(2x + l)(3x + l)(4x + ỉ) -1 


7l + axx/l + bx -1 


T-(n 


1 


Bài 4 Tim các gói hạn sau : 

„ . ,,_2x 2 -5x + 2 

1. A = lim-——- 

x_> 2 X 3 -8 

„ 3 ^ 71-1 


-3x 2 


x->õ 7777-1 * 

Vl + 4x -7l + 6x 

= lim-———- 8. N = 

x->0 1 - cos 3x 


x7ì X 3 + 2x - 3 

\/4x-l -x/x + 2 

= lim — ~ 7 - 

x->7 7 2X + 2-2 

1 ựĩ7^-7l + bx 

= lim-===2- 

x->0 71 + X-l 


7à x 2 -4x + 3 

m ự(2x + l)(3x + l)(4x + l)-l 

"o X 

,KM 


x->0 7l + 2x-7l + 3x 


Bài 5 Tìm các giới hạn sau 

„ A 71x71-^2x71 


*7i 75x + 3 - 2 
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- „ ls _ ^2x + 3+^/2 + 3x 

3. c = lim- . - 

x->-i Vx + 2-1 

Bài 6 Tìm các giới hạn sau 
„ . Vl + 2x-^/l + 3x 


x-Vx + 2 

= lim- . 

x->2x-^3x + 2 

_ a/5 + 4x - x/7 + 6x 

x -1 


v3^ v 2- 


f(x) 

Bài toán 03: Tìm B = lim 2727 trong đó f(x),g(x) -» 00 , dạng này ta còn gọi là dạng vô 

X—>±00 g(x) 


Phưong pháp: Tương tự như cách khử dạng vô định ở dãy số. Ta cần tìm cách đưa về các giới hạn: 

* lim x 2k = +00 ; lim x 2k+1 = +00 (-oo). 

(* *-+-*>} (x->-«) 

* lim 4 = 0 (n> 0 ;k* 0 ). 

* lim f(x) = +00 (-oo) <=> lim -Ỉ7- = 0 (k + 0 ). 

X—>Xq X-»Xq f( x ) 


Ví dụ 1. Tìm các giói hạn sau: 

l.A= lim ( 4x + 1 ) 3 ( 2x + 1 ) 4 
x (3 + 2x ) 7 

Ví dụ 2. Tìm các giới hạn sau: 

„ A V2x 2 + 1-a/x 2 +1 


1. CÁC ví PU MINH HOA 


V4x -3x + 4 + 3x 

Vx 2 +X + 1 -X 


„ „ V3x 2 -2 + Vx~+Ĩ 

2 . B = lim - 


II. BẢI TẢP Tơ LUÂN TƯ LUYÊN 

Bài 1 Tìm các giới hạn sau: 

-I n - 1 ™ 2x- V 3x 2 +2 \/l + x 4 +x 6 _ _ , f~2 777 „\ 

1 . c = lim - 7 2 . D = lim . —r 3. E = lim (Vx -x + 1 -x) 

X_H " X) 5x + Vx 2 +1 x->-c0 Vl + x 3 +x 4 x_>+0 ° 

4. F = lim x(V4x 2 +1 - x) 5. M= lim (Vx 2 + 3x + l -Vx 2 - x + 1 ) 6 . N = lim [v8x 3 +2x -2x 1 

X->-oo X ->±00 X Hx\ J 

7. H = lim ^16x 4 + 3x + l - V4x 2 + 2^ 8. K= lim ỊVx 2 + 1 +Vx 2 -X -2xj 


Bài 2 Tìm các giói hạn sau: 

1.A = Um 3x , + 5x + 1 
x > +oc 2x 2 + X + 1 

Bài 3 Tìm các giới hạn sau: 


x - >+ 00 b n x m + ... + b rn _ 1 x + b 1 


~ (a 0 b 0 * 0) ■ 


3x đ + l-\[lx Â +X + 1 


2. B = lim - 


Bài 4 Tìm các giới hạn sau: 
1 A - (2x + l) 3 (x + 2 ) 4 


x-7+oo 3/ 2 x 3 -2 + l 

^4x 2 -3x + 4 -2x 


« (3-2x7 

2x + V 3x 2 +2 
” 5x-Vx 2 +1 


2 . B = lim 

4. D= lim 


Vx 2 + X + 1-X 
a/i + X 4 +x 6 
Vl + X 3 +X 4 ' 
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Bài 5 Tìm các giới hạn sau: 

1. A= lim (Vx 2 +x + 1-^2x 3 +x-1 
X->+ooV 

3. c= lim ị^Ax 2 +X + 1 -2xj 


Bài 6 Tìm các giới hạn sau: 
1. A = lim ỊVx 2 + X + 1 - 



2. B= lim |^x-Vx 2 +x + lj 

4. D= lim ^x 3 +x 2 +l + Vx 2 +x + lj. 


Bài 7 Tìm các giới hạn sau 

a n x n +... + a„iX + a„ , , 

1. A = lim ——- n 1 --T_, (a 0 b 0 0) 

x^+»b 0 x m +... + b m _ 1 x + b m 

- V4x 2 -2+^x 3 +1 

3. c= lim - 


X 2 


X +1 -X 


^4x 2 + x + \l 8x 3 +X-1 
X 4 ĩ 


4 +3 
xVx 2 +1 + 2x +1 

0 ^2x 3 +x + 1 + x 


Bài toán 04: Dạng vô định: 00-00 và O.oo 


Phương pháp: 

Những dạng vô định này ta tìm cách biến đổi đưa về dạng —. 


1. CÁC ví PU MINH HOA 

Ví dụ 1. Tìm các giới hạn sau: A = lim (\Ịx 3 -3x 2 + Vx 2 -2x) 

Ví dụ 2. Tìm giới hạn sau: B= lim x(Vx 2 +2x -2Vx 2 + x + x) 


II. BẢI TÀP TƯ LUÂN TƯ LUYẾN 

Bài 1 Tìm các giới hạn sau: 

l.A= lim ỊVx 2 - x + 1 - xj 2. B= lim ^2x + V4x 2 - x +1 j 

3. c= lim [p/(x + a 1 )(x + a 2 )...(x + a ) -x] 

X-M-00 


Bài 2 Tìm các giới hạn sau: 
1. A = lim (Vx 2 — X +1 - x) 


3. c= lim (Vx 2 -X + 1-Vx 2 +X + 1) 


4. D= lim (\/8 x 3 +2x-2x) 


5. E= lim $ 16x 4 +3x + l-V4x 2 +2) 


6. F= lim (x-^l-x 3 ). 


Bài toán 05: Dạng vô định các hàm lượng giác 


Phương pháp: 

Ta sử dụng các công thức lượng giác biến đổi về các dạng sau: 

.. sinx .. X „ .,... ,. tanX X 

• lim ——— = lim —— = 1, từ đây suy ra lim = lim ——- = 1. 
x-»0 X x->0 sinx x->0 X x->0 tanx 

. Nếu lim u(x) = 0 => lim Ỉ22íy = l và lún = 

x->XQ X-»X0 u(x) X—>Xq u(x) 

V___ 
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1. CÁC ví PU MINH HOA 


Ví dụ 1. Tìm các giói hạn sau: 
„ . ,, Vcosx -^cosx 


sin 2 X 

Ví dụ 2. Tìm các giói hạn sau: 
1. A = lim X 3 sin-^- 


x/l + 2x-^l + 3x 
l-x/cos2x 


2. B = lim Ị2sinx + cos 3 xjỊVx + l 


Bài 1 Tìm giới hạn sau: A = lũ 


II. BẢI TÁP Tư LUÂN Tư LUYẾN 

1 - cos ax 


Bài 2 Tìm các giới hạn sau: 

_ . ,. 1 + sin mx - cos mx 

1. A = lim - 


X—>0 1 + sinnx-cosnx 
Bài 3 Tìm các giới hạn sau: 

l.A-lim 1 -” 5 . 2 * 


1 - cos X. cos 2x. cos 3x 


.. cos2x-cos3x 

= lim—-——- ; —— 

x-»0 x(sin3x - sinềx) 


3. c = lim 


tan 2x 


x “> 0 l-\/cos 2x 
Bài 4 Tìm các giới hạn sau: 

1 A = lim sỉn ( 71x111 ) 
sin(roc n ) 

1 

1— 

X 

Bài 5. Tìm các giới hạn sau 

„ . cos3x-cos4x 
l.A = lim——4——— 
x->0 cos 5x — cos 6x 

. „ .. sin 4 2x 

4. D = lim _ 
x ->° sin 4 3x 

sl cosax - I x/cosbx 


7. H = lim ■ 

x ^o sin" X 

Bài 6. Tìm các giới hạn sau 
cos3x- cos4x 


1. A = lim — 


xAÕ cos 5x — cos 6x 
sin 4 2x 


4. D = lim 

x -» 0 sin 4 3x 


-T|/cos bx 


x ->0 Vl + xsin3x -cos2x 

2.B = lim(^-x)tanx 
x ^2 

4. D = lim (sin-v/x + l - sin \fx) 

_ _ ,, 1 -x/l + 2sin2x 

2. B = lim-7-4-- 

X >0 sin 3x 

l-sin(^cosx) 


x->0 sin(tanx) 
... 1-x/cosax 


_ _ ,, 1 - x/l + 2sin2x 

2. B = lim- / " - 

X >0 sin3x 

l-sin(^cosx) 

5. E = lim- 

X— >0 sin(tanx) 

o _Vl + 3x - x/l + 2x 


sin 2 2x 


3sinx + 2cosx 
x-ym 7x + 1 + Vx 


3.c=iim- ĩ álA 

x ->° x/cosx - x/cosx 

3sinx + 2cosx 

6. F = lia '— . —=— 

X >- x Vx + 1+Vx 


x-»ò l-cos2x 

III. BẢI TÀP TRẮC N6HIÊM TƯ LUYÊN 

I Vấn đề 1. DÃY SỐ CÓ GIỚI HẠN HỮU HẠ 


GIẢNG DẠY: NGUYỀN BẴO VƯƠNG 


Page I 10 


































TÀI LIỆU TOÁN 11 


NĂM HỌC 201« 


Câu 1. Giá trị của giới hạn lim(3x 2 +7x + ll) là: 

A. 37. B. 38. c. 39. D. 40. 

Câu 2. Giá trị của giới hạn lim |x 2 — 4| là: 

A. 0. B. 1. c. 2. D. 3. 


Câu 3. Giá trị của giới hạn lim# 2 sin^ là: 


A r ■> r 1 — 3 - A 

Câu 4. Giá trị của giới hạn lim —J —^ là: 


A. 1. B. -2. c. 2. D. -ị. 

2 


Câu 5. Giá trị của giới hạn 


X-X 

lim—— ", . 


A. 1. B. -2. c. 0. D. -ị. 

2 


I* 

Câu 6. Giá trị của giới hạn lim —J———^ là: 



Câu 7. Giá trị của giới hạn lim —X Ị£. 

1 X —1 


/ , I 9x 2 — X v 

Câu 8. Giá trị của giới hạn lim —- , 7 —TT là: 

A. ị. B. -Jĩ. c. L . D. 5. 

5 75 


/ , , —X -j- 1 ,, 

Câu 9. Giá trị của giói hạn lim 3/———-— là: 

x ^ 2 \ X + 2x 


, . . , . ịl3x 2 — 4 — \/3x — 2 1N 

Câu 10. Giá trị của giới hạn lim-Ị-la: 


A. -ị. B. -ị. c. 0. D. +oo. 

2 3 


Vấn đề 2. GIỚI HẠN MỘT BÊN 

, x — 15 

Câu 11. Kết quả của giới hạn lim —— ~Ỳ là: 

A. — oo. B. +oo. 

c. - * D. 1. 

2 

Jx + 2 

Câu 12. Kết quả của giới hạn lim ^ 2 là: 

A. — oo. 

B. +oo. 

- C.-^. 

2 

D. Không xác định. 

Câu 13. Kết quả của giới hạn 

|3x + 6 

lim 1 ———- là: 
x + 2 

A. — oo. 

B. 3. 

c. + 00 . 

D. Không xác định. 

, |2-43ắ 

Câu 14. Kết quả của giới han lim — ——- là: 

M 2x 2 -5x + 2 

A. — oo. B. +oo. 

c. -ỉ. D. I. 

3 3 

Câu 15. Kết quả của giới hạn 

.. x 2 +13x + 30 ., 

lim ■ la: 

Ậx + 3)(x 2 +5) 

A. -2. B. 2. 

c. 0. D. 

VĨ5 

Câu 16. Cho hàm số / (x) = - 

[ 2x 

, với X < 1 

■v/ĩ-x . Khi đó 


-v/3x 2 +1 với X > 1 

lim/(x) là: 


A. +oo. B. 2. 

c. 4. D. —oo. 
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Câu 17. Cho hàm số f(x) -- 
lim /(x) là: 


j2x—2 vớix>ỉ 


A. + 00 . B. — 1. 

c. 0. D. 1. 

Câu 18. Cho hàm số f(x) 

= K- 3 VlSUỈ2 Khi đỏ 


|x — 1 với X < 2 

lim /(x) là: 


A. -1. 

B. 0. 

c. 1 . 

D. Không tồn tại. 

Câu 19. Cho hàm số /(x) = 

^2 + 3 với X > 2 _ 

. Tìm a 


ax- 1 với X < 2 

để tồn tại lim / (x). 


A. a = l. B. a = 2. 

c. a = 3. D. a = 4. 


X 2 — 2x + 3 với X > 3 

Câu 20. Cho hàm số / (x) = 

1 với X = 3. Khẳng 


3 — 2x 2 với X < 3 

định nào dưói đây sai? 


A. lim / (x) = 6. 

B. Không tồn tại lim /(x). 

c. lim / (x) = 6. 

D. lim /(x) = —15. 

Vấn đề 3. GIỚI HẠN TẠI VÔ cực 

Câu 21. Giá trị của giói hạn lim (x - X 3 + 1 ] là: 

A. 1. B. — 00 . 

c. 0. D. + 00 . 

Câu 22. Giá trị của giói hạn 

im ( x 3 + 2x 2 +3 x ) là: 

A. 0. B. + 00 . 

c. 1. D. - 00 . 

Câu 23. Giá trị của giói hạn 

im (Vx 2 +1 + x) là: 

A. 0. B. + 00 . 

c. >/2-1. D. - 00 . 


A. >/3 + 1. B. +00. c. \Ỉ3 — l. D . —(X) . 

Câu 25. Giá trị của giới hạn lim X Ị-v/4x 2 + 7x + 2xj là: 
A. 4. B. —00. c. 6. D. +00. 


Vấn đề 4. DẠNG VÔ ĐỊNH 


Câu 26. Giá trị của giới hạn lim — 

X 


A. 0. 
c. 3. 


B. +00. 

D. Không xác định. 


' ' 7 . ,.X 5 +1 

Câu 27. Giá trị của giới hạn lim là: 

"-'r+1 

* 3 u 3 „5 


Câu 28. Biết rằng lỉm = a\J 3 + b. Tính ữ 2 +è 2 . 

3 -X 

A. 10. B. 25. c. 5. D. 13. 


Câu 29. Giá trị của giới hạn lim I—là: 

X +3x 


Câu 30. Giá trị của giới hạn lim - 


'27 -X 3 
5 


Câu 31. Giá trị của giới hạn lim — 


■ 2 + 7T 21 ) ĩ]\ — 2x — 7T 21 


27T 21 


Câu 32. Giá trị của giới hạn lim là: 

* -H' X 


Câu 23. Giá trị của giới hạn lim (v3x 3 — 1 + \Ịx 2 +2) 
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Câu 33. Giá trị của giới hạn lim ^ — là: 

ỉlAx + A-2 


Câu 34. Giá trị của giới hạn lỉm ~' r — — ^ x là: 


Câu 35. Biết rằng b>0, a + b — 5 
ịjax + 1 — Vl — bx 


A. 1 < a < 3. 
c. a 2 +b 2 >10. 


= 2 . Khẳng định nào dưới đây sai? 

B. b> 1. 

D. a — b< 0. 


Vấn đề 5. DẠNG VÔ ĐỊNH — 

oo 

7 2x 2 + 5x-3 

Câu 36. Kết quả của giới hạn lim —r—— -— là: 

M X 2 +6x +3 

A. -2. B. + 00 . c. 3. D. 2. 

2x 3 + 5x 2 — 3 

Câu 37. Kết quả của giới hạn lim —r—Ị——— là: 

•' • ' X -*-6x —3 

A. —2. B. + 00 . c. — oo. D. 2 . 


Câu 38. Kết quả của giới hạn lim 


2x 3 -7x 2 +ll ,, 


3x 6 + 2x 5 -5 

A. —2. B. + 00 . c. 0 . D. — 00 . 


Câu 39. Kết quả của giới hạn lim 


'x 2 +l-x 

!. + 00 . c. 3. D. -1. 


Câu 40. Biết rằng ( ) - có giới hạn là +00 khi 

v* 2 +l-x 

X —y +oo (với a là tham số). Tính giá trị nhỏ nhất của 
p — a 2 — 2fl + 4. 

A. p min = 1. B. p min = 3. c. P mkí = 4. D. p. = 5. 


Câu 41. Kết quả của giới hạn lim 


^4x 2 -x + l 


A. -2. B. 1. c. -2. D. +oo. 


,_,. V 4x 2 -2x + l+2-x 

Câu 42. Kết quả của giới hạn lim- - là: 

sJ9x 2 -3x + 2x 


A. -ị. B. +oo. c. -oo. D. ị. 
5 5 


. .. V4jc 2 —2* + l+2 —* - .. 

Câu 43. Biết răng L = lim- ->0 là 

*^“°° \lax 2 -3x+bx 

hữu hạn (với a,b là tham số). Khẳng định nào dưói đây 
đúng. 

A. « > 0. B. L= -ị-C. L = —D. ố > 0. 

ÍZ + Ố ố-va 


Câu 44. Kết quả của giói hạn lim 

A. ệ. B. 0 . c. 

2 


V X 3 + 2x + 1 , 


s 


Câu 45. Tìm tất cả các giá trị của a để lim \\J2x 2 +1 +axj 
là +oo. 

A. a > >/2. B. a < -v/2. c. a > 2. D. a < 2. 


Vấn đề 6. DẠNG VÔ ĐỊNH 00-00 

Câu 46. Giá trị của giói hạn lim (2.X 3 — X 2 ) là: 

A. 1. B. +oo. c. — 1. D. — 00 . 


Câu 47. Giá trị của giói hạn lim Ị—- là: 


Câu 48. Biết rằng a + b = 4 và lim —^--- ỵ\ hữu 

* y\-x \-x ) 

hạn. Tính giói hạn L = lim Ị i ^ 3 — — a I. 

A. 1. B. 2. c. 1. D. -2. 


Câu 49. Giá trị của giói hạn lim (-y/l + 2x 2 — x) là: 

A. 0. B. +oo. c. V2—1. D. — 0 < 
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GIỚI HẠN HÀM SỐ 


vấn đ'ê 1. Tìm giới hạn bằng định nghĩa 


Phương pháp: 

Sử dụng định nghĩa chuyển giới hạn của hàm số về giới hạn của dãy số. 

Các ví dụ 


Ví dụ 1. Tìm giới hạn các hàm số sau bằng định nghĩa 
a(3x 2 + X + 1 
ylx + 2-l 


X -1 

2. B = lim —— 

X—VI X 1 

. „ 3x + 2 

4. D = lim — 


Lời giải. 

1. Với mọi dãy (x n ) mà lữnx n = 1 ta có: 

A = limÍ3x 2 +x n +lì = 3 + l + l = 5 

2. Với mọi dãy (x n ) mà limx = 1 và x n * 1 Vn ta có: 

B = lim íĩnAMilicT) = ii m ( x 2 + x ' + = 3 . 

3. Với mọi dãy (x n ) mà limx =2 và x n Vn ta có: 

i^+2-2 (x -2) 1 _1 

B = llpp—^--— = lim- T - r = lim —3* 

x n-2 (x n -2)(7x n + 2 + 2) ựx n + 2 + 2 4 

4. Với mọi dãy (x n ) mà limx n =+00 ta có: 

3 + — 

D = l im A+l = lim _i = 3. 
x n -1 1 _ 1 


Ví dụ 2. Chúng minh rằng hàm số sau không có giới hạn: 


1. f(x) = sin^= khi x-»0 
vx 


2. f(x) = cos s 2x khi > 


Lời giải. 

1. Xét hai dãy (x n ): x n = - 


f + lf <y ” ):yn=(I “> 2 


Ta có: limx n = limy n = 0 và limf(x n ) = l; limf(y n ) = 0. 
Nên hàm số không có giới hạn khi X —> 0 . 


2. Tương tự ý 1 xét hai dãy: x n = nn; y n = ^ + mr 

Ví dụ 3. Chúng minh rằng nếu lim |f(x)| = 0 thì lim f(x) = 0. 

X-»Xq x-»xq 

Lời giải. 

Với mọi dãy (x n ) :limx n =Xg ta có: lim|f(x n )| = 0 => limf(x n ) = 0 

=> lim f(x) = 0 . 
x ~> x 0 _ 

CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 

Bài 1 Tim giới hạn các hàm số sau bằng định nghĩa 
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2. lim (x 3 +1) 3. lim ỂĨL 2 

x4ì\ I *->! x-l 


, x + 1 
1. lim ‘ 

X->1 X — 2 

4. lim í±| I 

, .. 7x4-4-2 

7. lim-—-- 

x->0 2x 

Bài 2 Chúng minh rằng các hàm số sau không có giới hạn : 

1. f(x) = sin— khi X—»0 2. f(x) = cosx khi x-»+co 

Bài 3 Bằng định nghĩa hãy tìm các giới hạn sau 


lim 2x 2 - X + 1 

6. tonậilậ 

xi -00 x + 2 

X-+1 2x — 1 

, 4x-3 

3x-l 

lim — — — — 

9. lim 

xTl+ x ~ l 

x-»2~ x — 2 


4. lim (x 2 + x-lì 


_ ,. X +1 

2. li m ———- 

^(2-x) 4 

X' 

5. lim = 


x 2x 2 +1 
X 2 + 3x + 2 


Bài 4 Chúng minh rằng các hàm số sau không có giới hạn 
1 


1. f(x) = cos-^-khi X—>0 
X 2 

Bài 1 

X +1 

1. Vói mọi dãy (x ): lim x_ = 1 ta có: lim n " = -2 
x n - 2 

Vậy lim X + \ = -2 . 

X—X 2 


2. f (x) = sin 2x khi X —» +00 

ĐÁP ÁN 


2. limíx 3 + l) = 9 

x-»2 V / 


, V^3-2_l 

3. lim —-— = -- 

X->1 X -1 4 


X-+MO X — 2 

6. Với mọi dãy (x n ) : lim x n = 2 ta có: 

3x + 2 3x + 2 3.1 + 2 r 

lim — = lim ———- = —— = 5 
x-»ì2x -1 2x n -1 2.1-1 

7. Với mọi dãy (x n ): lim x n = 0 ta có: 

n/x + 4-2,. >/xn+4-2 

lim---= lim -= lim — 


*-> 0 2x 2x n 2x n Ụx„ + 4 + 2) 

1 _1 

= lim V,.., - » 5 . = —. 

2(7^74+2) 8 

8. Với mọi dãy (x n ): x n > 1, Vn và limx n = 1 ta có: 


9. Vói mọi dãy (x n ): x n < 2, Vn và limx = 2 ta có: 


Bài 2 
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1. Xét hai dãy số X =-\—,y =-— 

7t + 2mr 7T 


Mà limf(x n ) = lim[sin(7r + 2mr)] = 0 
lim f (y n ) = lim |^sin(-^ + 2roi) j = 1 

Suy ra limf(x n ) limf(y n ) 

Vậy hàm số f không có giói hạn khi X —> 0 . 
2. Xét hai dãy x n = 2n7T,y n = ^ + n 
Mà limf(x n ) = lim[cos(2njr)] = 1 


> lim x n = lim y n = 0 


Suy ra limf(x n ) 5* limf(y n ) 

Vậy hàm số f không có giới hạn khi X - 

Bài 3 

1. Với mọi dãy (x n ): limx n = 1 ta có: 


2x 2 


lim 

X—>1 X - 1 


-3 2x 2 +x -3 / 

= lim— n -= lim(2x n + 3) = 5 . 


X — 1 


2. Đáp số: lim - 


3. Đáp số: lim 


x ^ 2 (2-x) 4 
3x 2 


2x 2 +1 2 

(x 2 +x-lW + 


5. Đáp số: lim - 

X—>2~ 


6. Do X —> -r 

Bài 4 


X +1| = —(x + 1) . Đáp số: lim x + 2 = -1 • 
1 x->-r |x + l| 


Ta có: lim x n = lim y n = 0 

Nhưng: limf(x n ) = 1; limf(y n ) = 0 nên hàm số f không có giới hạn khi X —» 0 . 
2. Tương tự như bài trên 

Băng cách xét hai dãy: (x n ): x n = njt và (y n ): y n = ^ + nu . 


Vấn đề 2. Tìm giới hạn của hàm số 

Bài toán 01: Tìm lim f(x) biết f(x) xác định tại x 0 . 

x->x 0 

Phương pháp: 

* Nếu f(x) là hàm số cho bởi một công thức thì giá trị giới hạn bằng f(x 0 ) 
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* Nếu f(x) cho bởi nhiều công thức, khi đó ta sử dụng điều kiện để hàm số có giới hạn ( Giới hạn trái bằng giới 
hạn phải). 

Các ví dụ 

Ví dụ 1. Tìm các giới hạn sau 

_ sin2x + 3cosx + x 

1. lim—-- - 

x ->° 2x + cos 2 3x 

Lời giải. 

„ „ , sin2x + 3cosx + x sin0 + 3cos0 + 0 „ 

1. Ta có: lim— -—-= ——---= 3 

x_>0 2x + cos 2 3x 2.0 + cos 2 0 

_ Vx 2 + 3 -2x _ V2 2 +3 -2.2 _yỊỹ -4 

2. Ta có: lim — ---= TF= \ f - =^~z—• 

x-*2^x + 6+2x-l </2 + 6+ 2.2-1 5 

Ví dụ 2. Xét xem các hàm số sau có giới hạn tại các điểm chỉ ra hay không? Nếu có hay tìm giới hạn đó? 
í X 2 + 3x +1 ,, . _, 

--- khi X < 1 

1. £(x) = J x + 2 khi X —>1; 

3x + 2 ... ... 

—-— khi X > 1 

13 

, í 2x 2 + 3x +1 khi X > 0 

2. f(x) = s _ khi x->0 

[-X 2 + 3x + 2 khi X < 0 

Lời giải. 

1. Ta có: lim f(x) = lim ^ x + 2 . 

X->1 + X->1 + 3 3 

lim f(x) = lim — + ^ X + ^ = ^ => lim f(x) = lim f(x) = ^. 

504 jr X->1 _ X + 2 3 X >ý" X->1 _ 3 

VậyỊỊmf(x) = |. 

X—>1 3 

2. Ta có: lim f(x) = lim (2x 2 + 3x +1) = 1. 

x->0 + x-»0 + 

lim f(x) = lim (-X 2 + 3x + 2) = 2 => lim f(x) * lim f(x). 
x->0 _ x-»cr x->0 + x->0 - 

Vậy hàm số f(x) không có giới hạn khi X —> 0 . 

Ví dụ 3. Tim m để các hàm số: 

X 2 + mx + 2m +1 . , . - 

-——-khi X > 0 

1. f (x) = \ x + \ có giới hạn khi X ->• 0 . 

12x + 3m-l - 6 

— , - khi X < 0 

l Vl-x+2 

í X 2 + X - 2 

— 7 == + mx +1 khix<l 

2. f (x) = ) y/i-x có giới hạn khi X —»1. 

3mx + 2m -1 khi X > 1 


_ , Vx 2 + 3-2x 

2. lim ~p= -- 

x “ >2 VX + 6 +2x-l 


Lời giải. 

1 1- r/.A 1- x 2 +mx + 2m + l 

1. Ta có: lim f(x) = lim ---= 2m + l 

x->0 + x->0 + x +1 

.. c . , .. 2x + 3m-l 3m-l 

lim f(x) = lim — . -= —-— 

x-»0 _ x-»0 _ Vl-x+2 3 

Hàm số có giới hạn khi X —> 0 khi và chỉ khi lim f(x) = lim f(x) 
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_ , 1 _ 3m-l_4 

<=> 2m +1 = ———- <=> m = — 

3 3 

2. Ta có: lim f(x) = lim (3mx + 2m-1) = 5m-1 

X->1 + X->1 + 


lim f(x) = lim 

X->1 - X->1 _ 


x/ĩ^ 

= lim í-(x + 2)x/l - X + mx + lì = m +1 

X->1~ 

Hàm số có giới hạn khi X -> 1 khi và chỉ khi lim f(x) = lim f(x) 

X-»1 + X->1 _ 

1 

= 2 

CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 

Bài 1 Tìm giới hạn các hàm số sau: 

„ . x 2 -x + l _ „ 2tanx4 

1. A = lim — 


X—>1 X + 1 

, „ ^x + 2-x + l 

3. c = lim - -—-— 

x~ X) 3x +1 

Bài 2 Tìm các giói hạn sau: 
x + 1 


1. A = lim - 


x + 4 


\llx 2 - 


x + l-<Ị2x + 3 


4. D = lim 


rò sinx + 1 
6 

yl7x + 1 + 1 

= lim-—-. 

X->1 X - 2 

sin 2 2x-3cosx 

lim-—- 

* tanx 

6 

j3x + l-2 


3x z -2 *^%Ỉ3x + ỉ-2 

Bài 3 Xét xem các hàm số sau có giới hạn tại các điểm chỉ ra hay không ? Nếu có hãy tìm giới hạn đó ? 

1 r/_.\ Í3x 3 -5x 2 +4 khi X>1 ,, , . 

1. f(x) mị khi X -> 1 


3x-l 


khi X < 1 


|2x + l khi X<2 

Bài 4 Xét xem các hàm số sau có giới hạn tại các điểm chỉ ra hay không ? Nếu có hãy tìm giới hạn đó ? 
Í3x 2 -5x + 1 khi X>1 

1 -3x + 2 khi X < 1 


1 . f(x) = 


i X = 1. 


X- 3 -8 ... 

n - — khi X > 2 . . . ~ 

2. f(x) = <^ x _2 tại x = 2. 

[ỉx + l khi X < 2 

Bài 5 

1. Tìm a để hàm số sau có giới hạn khi X —> 2 

f(x) = 

2. Tìm a để hàm số sau có giói hạn tại X = 0 


X 2 + ax +1 khi X > 2 
2x 2 - X +1 khi X < 2 


f(x) = 


5ax 2 + 3x + 2a +1 khi X > 0 

1 + x + Vx 2 +X + 2 khi X < 0 


Bài 6 Tìm a để hàm số 
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Í5ax 2 +3x + 2a + l khi x>0 

1. f(x) = ị ị— - có giới hạn tại X -» 0 

[l + x + Vx 2 +x + 2 khi x<0 

x 2 +ax + l khi X>1 , . 

2. f(x) = < có giới hạn khi X -> 1. 

[2x 2 - X + 3a khi X < 1 


1. Ta có: A = lim- 


x+1 1-1+1 1 


— rp / u 2tanx + l 

2.Ta có B = lim — 

sinx + 1 


X—>1 X +1 1 + 1 2 

2tan f + 1 _W3 + 6 


3.Tacố: C = lim^ĩ ^ 2 x + 1 = ^2+l. 
x-»0 3x +1 

y/7x +1 + 1 ZỈ8+1 


Ị 2.B = ĩệ-ị 3.C = VĨ-^ 


Bài 2 
1. A = 

Bài 3 

1. Ta có: lim f(x) = lim Í3x 3 - 5x 2 + = 2 

X->1 + X->1 + ' 

lim f(x)= lim (3x-l) = 2 


2. Ta có: lim f(x)= lim ——= lim íx 2 +2x + ềì = 12 

x->2 + X—>2 + x — 2 x-»2 + ' 

lim f(x) = lim (2x +1) = 5 

x->2 _ x->2 _ 

Do đó không tồn tại giới hạn của f khi X —> 2 . 

Bài 4 

1. Ta có: lim f(x) = lim f(x) = -1 = limf(x) 

X->1 + X->1 _ x_>1 

2. Ta có lim f(x) = 12^5= lim f(x) 

x-»2 + x->2 - 

Hàm số không có giới hạn khi X —» 2 . 

Bài 5 

1. Ta có: lim f(x) = lim (x 2 + ax + 2) = 2a + 6. 
x->2 + X-+2+ 

lim f (x) = lim (2x 2 - X +1) = 7 . 
x->2 - x->2~ 

Hàm số có giới hạn khi x->2<» lim f (x) = lim f (x) 

x->2 + x->2“ 


o2a + 6 = 7oa = -ị. Vậy a = ^ là giá trị cần tìm. 

2. Ta có lim f(x) = 2a + l = l + x/2 = lim f(x) => a = -Ệ- . 

x->0 + x-»0 - 2 

Bài 6 


4. D = 0 
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1. Ta CÓ: lim f(x)= lim Í5ax 2 + 3x + 2a + lỊ = 2a + l 

x-»0 + x->0 + ' ’ 

lim f(x)= lim íl + x + Vx 2 +x + 2 N Ị = l + x/2 

x->0 _ x->0 _ X ' 

Vậy 2a + l = l + V2^a = ^f. 

2 

2. Ta có: lim f(x) = lim (x 2 + ax + 2) = a + 3 . 

X->1 + X->1 + 

lim f(x) = lim (2x 2 - X + 3a) = 3a +1. 

X->1 - x-»l _ 

Hàm số có giới hạn khi X -> 1 <??> lim f(x) = lim f(x) 
X->1 + x->r 

<??>a + 3 = 3a + l<=>a = l. Vậy a = 1 là giá trị cần tìm. 


Bài toán 02. Tìm A = lim trong đó f(x 0 ) = g(x 0 ) = 0 . 

x -> x 0 g(x) 

Dạng này ta gọi là dạng vô định . 

Để khử dạng vô định này ta sử dụng định lí Bơzu cho đa thức: 

Định lí: Nếu đa thức f(x) có nghiệm X = X Q thì ta có : 

f(x) = (x-x 0 )f 1 (x). 

fi(x) 

*Nếu f(x) và g(x) là các đa thức thì ta phân tích f(x) = (x-x 0 )f 1 (x) vàg(x) = (x-x 0 )g 1 (x). Khi đó A = lim lV , 

X >x 0 8i ( x ) 

nếu giói hạn này có dạng thì ta tiếp tục quá trình nhu trên. 

Chủ ỷ : Nếu tam thức bậc hai ax 2 + bx+c có hai nghiệm x 1 ,x 2 thì ta luôn có sự phân tích 
ax 2 + bx + c = a(x-x 1 )(x-x 2 ). 


* Nếu f(x) và g(x) là các hàm chứa căn thức thì ta nhân luợng liên hợp để chuyển về các đa thức, rồi phân tích 
các đa thức nhu trên. 

Các luợng liên hợp: 

1. (>/ã->/b)(>/ã + Vb) = a-b 

2. (^ã ± ^b)(\/ã 2 " -T 7 ^ãb + \/b 2 ") = a — b 

3. (\/ã - x/b)(^/a n_1 + \/a n_2 b +... + \/b n_1 ) = a - b 

* Nếu f(x) và g(x) là các hàm chứa căn thức không đồng bậc ta sử dụng phuong pháp tách, chẳng hạn: 

Nếu ^u(x),^/v(x) -> c thì ta phân tích: 

^-^=(^-c)-r^w-c). 

Trong nhiều truòng hợp việc phân tích nhu trên không đi đến kết quả ta phải phân tích như sau: 

^u(x) - ^/v(x) = (ựu(x) - m(x)) - (^v(x) - m(x)), trong đó m(x) -> c . 

* Một đẳng thức cần lưu ý: 

a n - b n = (a - b)(a n_1 + a n_2 b +... + ab n ~ 2 + b n_1 ). 


Các ví dụ 


Ví dụ 1. Tìm các giói hạn sau: 
„ . x n -l 


_ X 5 -5x 3 +2x 2 +ÓX-4 

2. B = lim------- 

X-* 1 X - X - X +1 
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Lời giải. 

1. Ta có: X n -1 = (x - l)(x n_1 + x n_2 + ... + X + 1) 

x n -l n_1 rị—2 

Suy ra: ——— = x +x +... + X + 1 

Do đó: A = lim(x n_1 + x n_2 + ... + X + 1) = n . 

X / 


2. Ta có: X 5 -5x 3 + 2x 2 + 6x - 4 = (x-l) 2 (x + 2)(x 2 - 2) 
x 3 -x 2 -x + l = (x-l) 2 (x + l) 

Do đó: B = lim + ^ . ~ 2 = - T 

X->1 X +1 2 
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V2x-l.\/3x-2.\/4x-3 -1 


Lời giải. 

1. Đặt t = X — 1 ta có: B = lim — 2t+ ^ —— = \ 

t->0 t 3 

2. Ta có: V2x-1.^3x-2.^4x-3 -1 = V2x-l$3x-2 Ị^4x-3 -1) + 

W2x-1Í^3x-2-iỊ + -n/2x-1-1 

.... .. V2x-1 -1 ^3x-2 -1 _^4x-3 -1 , 

Mà: lim—-— = lim—-— -= Iim—-— = 1 

x-»l X — 1 X->1 X — 1 X->1 X — 1 

Nên ta có: c = 1 +1 +1 = 3. 


Ví dụ 5. Tìm các giới hạn sau: 
„ . ì: _%7x + 1-V5X-1 


„ TJ _ 1 - Vx + 2 -\/x + 20 

2. B = lim- . - 

X-Í7 x/x + 9 -2 


Lời giải. 


y7x + l -2-(y5x-l -2) 


x-»ĩ X — 1 x->i X — 1 

7(x -1) 

I = lim- , -———- 

x_>1 (x - l)(\j(7x - lf + 2^7x-l + 4) 

x_>1 ự(7x -1) 2 + 2^7x-l +4 12 

J = li 9 —= 

x->ĩ(x-l)(V5x-l + l) X-+W5x-1+1 3 

VậyA = -|. 

_ _ V^2-3 llx + 20-3 

_ _ , _ „ yịx + 2 -\lx + 20 X _7 X _7 

2. Ta có: B = lim ' -= lim—A y —X —L - 

x^7 4/ x + 9-2 x-»7 x/x + 9 -2 


.... ,. ^+2-3_.. 1 _1 

Mà: lim-——— = iim—= = — 

x->7 x-7 x->7 Vx + 2 + 3 6 


^x + 20-3 .. 

lim-—— = lim 


_ 1 1 

lim--—-= lim —_ =-- — -= — 

x^7 x-7 x->7 (^/x + 20) 2 + 3vx + 20 + 9 27 

lỉm ^9-2 _ lỉm _1_ = J_ 

x->7 x-7 x-+7(^x + 9) 3 +2 (^x + 9) 2 +4^x + 9+8 32' 

B 6 27 112 
1 

32 


CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 

Bài 1 Tìm các gói hạn sau : 
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, Vl + 2x-^/l + 3x 


_ a/5 + 4x —yị7 + 6x 

m ----— 

>-l x 3 +x 2 -x-l 


A _ X 3 - 3x2 + 2 _ ( x - !)( x2 - 2x - 2) 

1. Ta có: A = lim -= lim-— /v ~ -—- 

x^1 x 2 -4x + 3 x-ã (x-1)(x-3) 


X 2 - 2x - 2 3 


2. Ta có: B = lim 


x - 5x + 4 _ , . m (x - l)(x - 4) 


(x-2)(x 2 +2x + 4) x->2 X 2 + 2x + 4 

. T , n _(1 + 3x) 3 - (1 - 4x) 4 
3. Ta có: c = lim 2- Ị_ 

x->0 X 

= (l + 3x) 3 -l_ (1-4X) 4 -! 

x-»0 X x->0 X 

_ lim 3x[(l + 3X) 2 + (1 + 3x) +1] lim -4x(2 - 4x)[(l - 4x) 2 +1] 


4.Ta CÓ:D = lim g^)(l + 2x)(l + 3x)-l = 6x 3 + llx 2 + 6x = 6 

x-»0 X x-»0 X 

Bài 2 

1 (x-l)(x n_1 +x n_2 +... + X + 1) 

1. Ta có: A = lim --—-—-—-— 


*->ò (x _ I)(x m " 1 + x m “ 2 +... + X + 1) 

x n_1 +x n_2 +... + X + 1 n 

= lim-—--— r --=„• 

X ^°x m +x m 2 +... + x + l m 

2. Cách 1: Nhân liên hợp 
Ta có: 

(\/l + ax -1)(?/(1 + ax) n_1 + ?/(l + ax) n_2 + ... + \/l + ax + 1) 
B = lim--——-- . =- — == - 

x_>0 x(y( 1 + ax) n_1 + y(l + ax) n_2 +... + \fĩ+ãx + 1) 

B = lim - - 3 - = ị. 

x_>0 n/(i + ax) n_1 + y(l + ax) n_2 +... +1^1 +ax + 1 n 
Cách 2: Đặt ẩn phụ 


Đặt t = \/l + ax = 


t n -l _ 


alim——— = alim-—-— -= — . 

t >n n -1 t->l(t-l)(t n ~ 1 +t n +... + t + l) n 

3. Áp dụng bài toán trên ta có: 

. x/l + ax -1 X am am 

A = lim-—-.lim .—= ==-= 

x-»0 X x^o r tyi + bx -1 n b bn 

4. Ta có: Vl + ax^l + Ị3x^l + yx -1 = 

= yịl + ax^Ịl + px$l + yx -1) + -v/l + ax((^l + px -1) + (Vl + ax -1) 

B = Umív/ĨTSĨẫ/ĨTpĩ)«EÌzl + Um 

X-»0 X X->0 X 
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+ lim- 
x-»0 


B=Ị+ệ+ạ 

4 3 2 

Bài 3. 


3. Ta có: c = lim 


2 (x-2)(x 2 - 

■f 2x + l) 3 

(x-l)(x 3 + 

■ X 2 + X - 2) 1 

1 (x-l)(x : 

-+X + 3) 5 

-(X- 

- 3)(x +1) 

(x-3)(x- 

1)(V2x + 3 + xỊ 


4. Ta có: D = lim 


2x|^/(x + l) 2 + C+ĩ + l1 


c „ , ^4x-l-x/^+2 ^4x-l-3 ,. \fx + 2-3 _ . __ 

5. Ta có: E = lim — — -= lim =-lim =-= A - B 

'x-»7 x/2x + 2 -2 x “> 7 x/2x + 2 -2 x ~+ 7 ì2x + 2-2 



p_3 =ii (<SÍ2+2)^(2x + 2f+4j^^ 


= - = um__ - 

x^7^2x + 2-2 x^> 7 2(Vx + 2+3j 


E _A-B-S-f-± 

27 3 27 


7. Ta có: M = lim 


v/4x + l-(2x + l) \/l + 6x -(2x + l) n 
--- - lim-—-- = 0 

x->0 


8. Ta có: N = lim 

x->0 

9. Ta có: G = lim 


m ---- - lim --- 

■>0 X 2 x->0 X 2 

'x/l + ax -1 x/l + bx -1 a b 

n-——-lim-— 1 -= —- 

>0 X x->0 X m n 

^ỉr^^lĩ+b^-l) rr^— _! 

n---- + lim-—-— 

>0 X x->0 X 


\/l + ax -1 _b + a 
n m 


(1 + nx) m - (1 + mnx) J. (1 + mx) n - (1 + mnx) 
>0 X 2 '->0 X 2 

mn(n — m) 

= 2 ■ 

11. Ta có: K = lim- — — -—-- - - = — . 

^(1 + VxK^x 2 +fx+l)...(ựx n_1 + ... + 1) n! 

ƯVl + x 2 +xj -1 |ƯVl + x 2 +xj +lj 

12. L = lim---- i = 2n. 


X vl + x 2 +x 


NĂM nọc 2018 
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1. Ta có: A = lim < 2 *- 1 , )( *; 2) „ 4 

x_>2 (x - 2)(x 2 + 2x + 4) 4 

„ „ (x 2 -l)(x 2 -2) _ 2 

2. Ta có: B = lim —-^ 

x->1(x-1)(x 2 +x + 3) 5 


3. Ta có: c = lim 


_ 2(x - 3) _ 1 

(x-l)(x-3)(V2x + 3 + 3) 6 


4.Ta có: D = lim- 


2x yỊ(x + ly + 


^x+ĩ + 1 


5. Ta có: E = lim 


^/4x-l-3 >lx + 2-3\. X -7 


x->7 X - 7 x->7 X - 7 1 x->7 %2x + 2 - 2 


X—>7 X 7 X—>7 


>£+2-3_l x-7 

lim—-—— = —; lim 


_ 4(x - 7) _ 

(x-7) ^(4x-l) 2 +3^4x-l+9 27 


x->7 x-7 6' x->7^2x + 2-2 

ÍA-ỉT-A. 

1 27 6 J 27 


6. Đặt y = 5^/(2x + l)(3x + l)(4x +1) => y -> 1 khi X -> 0 
Và: Ị^^.Ị^aííàa»j)^íỊhì. 9 

x-»0 X x-»0 


x-»0 X 

y n -l 9 

.m -—-r- = — 

■^° xí y n_1 + y n_2 +... + y +11 n 

Vl + 4x-^l + 6x X 2 

= lim-——-—-—— = 

x-»0 X 2 1 - cos 3x 


8. Ta có: N = lim 


l-cos3x 9 9 

J/l + ax-l x/l + bx-l^l 


Vl + x-1 


_ ị a b 1 2 _ 2(an - bm) 
mn 


9. Ta có: V = lim 

x->6 

mn(n — m' 



Ịl + mxỊ n -1 

(1 + nx) m -1 

X 2 

X™ 

2 

2 

Vl + 2x -\ll + 3x 


10. Ta có: K = lim 


Ỷ——.2 = mn(n - m). 

lim- — ,— -— - .- -= —. 

X_>1 (1 + Vx)(Vx 2 + ^ + l)...(ựx n - 1 + ... + 1) n! 


- T , A VĨÍTĨ-l ^2X + 1-1 

1. Ta có: A = lim--lim — 

x-»0 X x->0 


-Iim- 

X x-»0 X 

lim - , ầ ị . * - 

x ^°xỊx/4x + 1 +1 x -»°V4x + l+l 

líẩíKc - nná«7«iiáii<t 
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\/2x + l-l 

lim--= lim - 

x-»0 X x->0 


_2x_ 

\Ị(2x + l) 2 + ^2x + l+l 


2 

3 


Chú ý: Ta có thể sử dụng kết quả ở ý 1 ví dụ 6.15 để tìm giới hạn trên như sau: 

. x/ềxTT-l 12 _ x/2x + l-l 4 2 4 

A = lim--lim-- 

x-»ò X x->ò X 2 3 3 


4(x-l) ^(5x + 3) 2 +2^5x + 3 +4 

2. Ta có: B = lim-—- r -=j-=■ 

x^ 1 5(x-l)^V4x + 5+3j 

4^(5x + 3) 2 + 2^5x + 3 + ểị 2 
X >1 5(x/4x + 5+3) 5’ 

, ryi , ^2x + 3-l .. \/3x + 2 +1 

3. Ta có: c = lim . -lim . - 

x^-1 Vx + 2 -1 x^-l 7x + 2 -1 

■j§Ì^Ạ : l)+'Ì~4 ^-3(x + l) + l-l 2 

= lim ■ x + ĩ lim , X + 1 = Ặ-j- = 3 

X >-1 Ậx + 1) + 1-1 X >-l ự(x + l) + l-l 1 1 

x+l x+l 2 2 

(x 2 -x-2)[x 2 + x.^3x + 2 + ^(3x + 2) 2 

4. Ta có: D = lim--y- . --■ 

x^ 2 (x 3 -3x-2)íx +VX + 2J 

|~x 2 + x.^3x + 2 + ^(3x + 2) 2 
= lim---—7--- = 1 . 

x-» 2 (x + l)Ịx +Vx + 2j 


Bài 6 


1. Cách 1: Đặt t = ^3x+ĩ =>X = Y 


Nên A = lim 

t->! 



= 9 lim 

t->! 



(t-l) 2 (t 2 +t + l) 2 
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Cách 2: Ta có: 

Vl + 2x-(l + x) ^l + 3x-(l + x) 


V1 + /X-I1 + X] .. ỹỊl + ÓX—ỉ 1 + X1 

= lim —-—-lim--——- 

x-»0 X 2 x->0 X 2 

= lim ^ -lim =--——- 

x-*Wl + 2x+l + x X_>0 ^(l + 3x) 2 + (1 + x)^l + 3x + (1 + x) 2 

3 đó: A = 4 . 

2 


2. Ta có: B = lim 


s/5 + 4x - v7 + 6x 


- (x + l) 2 (x-l) 

Đặt t = X +1. Khi đó: 

V5 + 4x-^/7 + 6x Vl + 4t-^l + 6t 

lim-—— -= lim-— - 

w ( X + 1) 2 ns t 2 

Vl + 4t -(2t +1) , yfĩ+6t - (2t +1) 

= lim —-—-lim —-:- 

x -»0 t 2 t ->0 


X—>0 t t->0 t 

lim -4 _ -8t -12 _ 

t-*0 Vl + 4t + 2t +1 t-*0 3^( 1 + 6t )2 + (2t +1)^(1+ 6t) 2 + (2t +1) 2 
)o đó: B = -1. 


Do đó: B = -1 

f(x) 00 

Bài toán 03: Tìm B = lim -A-T , trong đó f(x),g(x) -» 00 , dạng này ta còn gọi là dạng vô định — . 

x->±=og(x) CO 

Phưong pháp: Tưcmg tự như cách khử dạng vô định ở dãy số. Ta cần tìm cách đưa về các giới hạn: 

* lim x 2k = +00 ; lim x 2k+1 = +00 (-oo). 

0^0) 

* lim -^- = 0 (n>0;k*0). 

ỈSV" 

* lim f(x) = + 0 O (-oo) <» lim —— = 0 (k * 0). 

X->Xq X—^Xq f(x) 



I Ví dụ 2. Tìm các giới hạn sau: 
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V3x 2 -2 + >/x + 1 


Lời giải. 



CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 

Bài 1 Tim các giới hạn sau: 

2x-V3x 2 +2 


1. c = lim - 


3 5x + 


+ 1 


3. E = lim (Vx 2 — X +1 - x) 

5. M = lim (Vx 2 +3x +1 - Vx 2 - x + 1) 
7. H= lim ^16x 4 + 3x + l-V4x 2 +2j 


„ \/l + x 4 +x 6 

2. D = lim -=====• ■ 

*Sì/l*#+x 4 
4. F = lim x(^4x 2 +1 - x) 

6. N= lim p8x 3 +2x-2x 


7. K= lim vx 2 +1 + VX 2 - X -2x 

X->+OOV / 

Bài 2 Tìm các giới hạn sau: 

„ . 3x 2 + 5x +1 „ _ a 0 x n +... + a n _ 1 x + a n 

1. A = lim ———— - 2. B = lim —- n -— (a Q b 0 * 0). 

X-HOO 2x 2 + X +1 x ->+00 b 0 x m +... + b m _ 1 x + b m 

Bài 3 Tìm các giới hạn sau: 

hx 3 + l-'Jlx 2 +x + l 


v4x +2 
Bài 4 Tim các giới hạn sau: 

.. (2x + 1) 3 (x + 2) 4 


xv/x 2 +Ĩ-2X+1 


l.A= lir 

x^+oo (3 - 2xf 

_ 2x + V3x 2 + 2 

3.c= li|Ệ>ỊỊ- 7 I 

x ^° 5 x-Vx 2 + 1 


„ _ .. V4x 2 -3x + 4-2x 

2. B = lim 1™ gga 
x->-co -yx 2 +X + 1 — X 

. Í1 + X-+X 6 

4. D= lim =|W 

x ^-°°Vl + x 3 +x 4 


Bài 5 Tim các giới hạn sau: 

1. A= lim ỊVx 2 +X + 1 -^2x 3 +x-lj 2. B= lim Ị^x-Vx 2 +x + lj 

3. c = lim ^4x 2 +x + l-2xj 4. D= lim l^x 3 +x 2 +1 + v/x 2 +X + 

Bài 6 Tim các giới hạn sau: 

1. A = lim ị^i[ì 


1. A= lim Ị^-vx 4 +X + 1 -2yx Á -X + xj 

2. B= lim x(Vx 2 +2x -2Vx 2 +x + x) 
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Bài 7 Tìm các giới hạn sau 

a n x n +.„ + a. 1 x + a 1 


30 b 0 x m +... + b m _ 1 x + b, 
x/4x 2 +x + ^8x 3 +x-1 


’ (a 0 b 0 ^ 0) 


V4x -2 + \íx +1 




xx/x +1 + 2X + 1 


v2x á + X + 1 + X 



3. Ta có: E = lim 



5. Ta có: M = lim —= 

x-»±oo 1 2 

6. Ta có: N = lim 


2 khi x-»+co 

-2 khi X -> -00 




yj(8x 3 + 2x) 2 + 2x^8x 3 +2x + 4x 2 

„ T , x/l6x 4 + 3x +1 - (4x 2 + 2) 

7. Ta có: H = lim ===== — v ■. 

x-^+oo 4j 16x 4 + 3 x +1 + V4x 2 + 2 

16x 4 + 3x +1 - (4x 2 + 2) 2 




= lim 


+ 3x +1 + v4x + 2 J^Vl6x^ + 3x +1 + 4x z + 2j 
-16x 2 + 3x - 3 


x ^ + °° Ị^^ĩóx 4 + 3x +1 + x/4x 2 + 




: 4 + 3x +1 + 4x 2 + 2 ì 


Suy ra H = 0. 

-2x 2 - X +1 + 2-J(x 2 + l)(x 2 - x) 
8. Ta có: K = lim - ===== 1— -- 


vx z +1 + vx - X + 2x 

4(x 4 - X 3 + X 2 - x) - (2x 2 + X - 1) 2 


II 2V(x z + l)(x z - x) + 2x z + X - 1J 
4(x 4 - X 3 + X 2 - x) - (2x 2 + X - 1) 2 


I 2V(x 2 +1)(x 2 -x)+2x 2 +x-1 
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-8x 3 +7x 2 -2x-l 


I 2y(x z + l)(x z — x) + 2x z + X — 1 


1. Ta có: A = lim - 


xi = 3 

1 2 


n, a-, a n _! a nx 

x ( a o + TT + - + n_í + ") 

_ X x n-i X n 

» m/1 _ b| , b m , , b mN 

X (bo + + ••• + m _Ị + ™ ) 


* Nếu m = n => B = lim - 


b, b m 1 b m 


( Vì tử —» a 0 , mẫu -> 0 ). 
* Nếu m < n 


n-m/_ a 1 , a n-l , a n s 
X ( a 0 - T p, + + ” ) 


+C0 khi a 0 .b 0 > 0 
-co khi a 0 bg < 0 



x-y+co 

(H 

2 + 

Ỉ3+4 

liĩĩl. 



u 


V X 2 


-E±1 

- FH ~ 
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”( |x| H + Ặ~ x í 

( I -^-T- r~ 


B Mfỉ + 7f77^ 


{ x H x lH + 4h'S° x 

Í l+ H + ?) 

X +1 J. 

+4] 

°\lếx 2 +X + 1 + 2X x " >+oc x | 

^4 + 4 + A- + 2x 

X X 2 

“H-i-* 2 


< 2 +l-xj + lim |Vx 2 +x + l 
x 2 +l 

+ X j = M + N 

_ 1 

X 2 +1) 2 +xẲlx 3 +x 2 + 1 + X 2 

= 3 



1 

X - > - 0O Vx 2 +X+l-X x ^- ũ0 

\ 

L 1 1 1 2 

1- l+ x + Ặ' 

Do đó:B = --- = --. 

3 2 6 

(Jx 2 +x + l+x\ -41 

Bài 6 Ta có: Vx 2 +X + 1 -2x/x 2 - X + X = ^—J —^J 

_2xVx 2 +x + 1 + 1 + 5x-2x 2 

\lx z +x + l + 2\lx 2 -x + 
2xịVx 2 +X + 1 -xj 

X 

l + 5x 

/ 2 1 r, / 2 

Vx +X + 1 + 2VX -x+x 
2x(x +1) 

/2 -1 r* / 2 

Vx +X + 1 + 2VX — X + X 

í Vx 2 + X + 1 + 2Vx 2 - X + x 

: 11 Vx 2 +X + 1 +x 1 

1 + 5x 

/2 ^ r» r ~2 

Vx +X+1+2VX — X + X 

2 + 4 

X—^+co (li 1 

lr* + ;H 
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- + 5 

+ lim , = - . 


2. Ta có: vx 2 +2x-2-vx 2 +x+x 


_ 1 5_3 

, ± ” 4 + 4 “ 2 

2jl-- + l 

X 

2x 2 + 2x + 2xVx 2 +2x - 4x 2 - 4x 


+ 2x -x-1 


+ 2x + 2 Vx +X + X 
-2x 


(Vx +2x + 2 Vx +x + x)(Vx +2X + X + 1) 
-2x 2 



1. Ta có: A = lim - 


_ n, . a 1 
x ( a 0+^ 4 


» m/ , , bi , , b i , b mN 

X (b 0 +^ + ... + ^-b + ^-) 


► Nếu m = n => B = lim 


X X X 

a 0 • ' • •:«?*• "lỊ + " - 

_X_ x n _ X n _ ^ọ. 

bi b ! b - bg ’ 

b 0 + —+ ■■■+ ” 1 +- 3 - u 

X x m_1 x m 

ai a n , a n 


• Nếu m > n => B = lim - 

(Vì tử —» a 0 , mẫu -> 0 ). 

• Nếu m < n, ta có: 


, bj , , b m _ 1 _ b mx 

( b 0 «'#•••+ r|ị:Ị 


n_ m , ,ai a 1 a ns 

x a ° + X +- " + n-l + n ) í. 


+C 0 khi a 0 .b 0 > 0 
1 -co khi a n b n < 0 
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4. Ta có: D = lim 



= +00 , 


Bài toán 04: Dạng vô định: 00 - 00 và O.oo 
Phương pháp: 

Những dạng vô định này ta tìm cách biến đổi đưa về dạng —. 

Các ví dụ _ 


Ví dụ 1. Tìm các giới hạn sau: A = lim (yỊx 3 -3x 2 + Vx 2 -2x) 


Lời giải. 

Ta có: ^x 3 -3x 2 +Vx 2 -2x = (\lx 3 -3x 2 -x) + (Vx 2 -2x +x) 

__-3x^_ -2x 

~ ^(x 3 -3x 2 ) 2 +x^/x 3 -3x 2 +x 2 + Vx 2 -2x -X 
=>A = lim Ị b]_ __ - : :—lim -- - 2 ■ -="={) ■ 

f¥ + fl +1 -aR - 1 

V X V X V X 


Ví dụ 2. Tìm giới hạn sau: B = lim x(Vx 2 + 2x - 2-vx 2 + X + x) 


Lời giải. 

Ta có: Vx 2 +2x -2Vx 2 +x 
\/x 2 + 2x - X -1 


2x z + 2x + 2xVx 2 + 2x - 4x 2 - 4x 


z +2x+2Vx z +x 


= 2x- 


\x 2 + 2x + 2 Vx z + X + X 
__-2x_ 

(Vx 2 +2x + 2 Vx 2 + X + x)(Vx 2 +2x + X +1) 


2 , 


=> B = lim -- r ==-- 

x_>+0 ° (Vx 2 + 2x + 2Vx 2 + X + x)(Vx 2 + 2x + X +1) 


<fl + 2 fỉ +i «fĩ +i+ b 

4' 

CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 

Bài 1 Tìm các giới hạn sau: 

l.A= lim ỊVx 2 -x + 1 -xj 

2. B= lim Ị^2 x + V4x 2 -x + 1 j 

3. c= lim [^/(x + a 1 )(x + a 2 )...(x + a n )-x] 

X—^+00 

Bài 2 Tìm các giói hạn sau: 

1. A= lim (Vx 2 - x + l-x) 

2. B= lim x(\/4x 2 +1 - x) 

3. c = lim (Vx 2 -X + 1-Vx 2 +X + 1) 

4. D= lim (\/8 x 3 +2x-2x) 

X-++00 

X->+GO 
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5. E= lim (a/ióx 4 + 3x +1 -Vềx 2 +2) 6. F = lim (x-^l-x 3 ). 

X—>+00 X—>—co 

Bài 1 

- T A _ (Vx 2 -x + l-x)(Vx 2 -x + l + x) 

1. Ta có: A= lim -- , -- 

x ^ +0 ° Vx 2 -X + 1+x 

1 


X -x + 1-x 2 -x + 1 

= lim . =-= lim . =-= 

X_>+0 ° "VX 2 * * —x + l + x X ^ +ŨO Vx 2 -X + l+X 


, (2x 


1 + X x->+°° J 

-Vềx 2 - x + Ĩ)(2x + a/4x' 


2x-V4x 2 -x + 1 
x + 1 1 


= lim - , / 

x ^ _00 2x-V4x 2 -x + 1 4 

3. Đặt y = ^(x-a 1 )(x-a 2 )...(x-a n ) 


í> y 11 - X n = (y - x)(y n + y X +... + X n ) => y - X = 


y n -x n 


y 11 1 +y n 1 x + ... + x 11 1 


■ lim (y-x)= lim ---—- 

X—M-00 x->+00 v n_1 _i_ v n_2 i 


y +y X+...+X ■ 

y n -x n 


X-M-00 y n 1 +y 11 1 X + ... + X n 1 

x n_1 

y n — x n bo bo b 

Mà lim --= lỉm (ãị +a 2 + ... + a n + —+ —y + ...+ ~ n ) 

x^+oo x n_1 X->+00 X X 2 x n_1 

= 3l*ị_ + ••• â n * 

y k x n_1 ~ k „ y 11-1 + y n_2 x +... + x n_1 

lim y — - — = 1 Vk = 0,...,n-1 => lim ----—--= 


*Vx 2 -x 


2. B = -00 

3. lim 1 Vx 2 — X +1 — Vx 2 + X +1 1 = — 2x , — = 

x ) X ^ +ŨO Vx 2 -X + 1+Vx 2 +X + 1 

lim ( Vx 2 — X +1 - Vx 2 +X + 1 ] = lim _ 2x _ỵ 

X_>_00 X 2 x ^ _cc Vx 2 - x + l + Vx 2 + X + 1 

4. D = lim :- 2x -- = 0 

x^+00 3/( 8x 3 + 2x )2 + 2x 3/(8x 3 + 2x) + 4x 2 


= lim Ị^lóx 4 + 3x +1 - 2xj + lim ỊV 4 X 2 +2 - 2xj = 0 


5. E 

6. F = -00 . 

Bài toán 05: Dạng vô định các hàm lượng giác 

Phương pháp: 

Ta sử dụng các công thức lượng giác biến đổi về các dạng sau: 
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Do đó: B = 0. 


CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 

Bài 1 Tim giới hạn sau: A = lim - 


Bài 2 Tim các giới hạn sau: 

1 A - lim 1 + s ’ n mx ~~ cos mx 
x->0 1 + sinnx-cosnx 

Bài 3 Tim các giói hạn sau: 

_ . l-cos2x 

1. A = lim-—ị— 

X—>0 - ._3x 

2sin^- 

2 

■3 /-_i™ tan 2 2x 

3. c = lim- _ 

X ->°1-Vcos2x 
Bài 4 Tim các giói hạn sau: 

l.A.Hm. 8 *"*”*) 

X-^ 1 sin(7TX n ) 


Bài 5. Tim các giói hạn sau 
cos3x- cos4x 
s5x-cos6 

sin 2 2x 
= lim - . 

ỵ ->° Vcosx - vcosx 

1 - sin(~ cos x) 


Bài 6. Tim các giới hạn sau 

„ . .. cos3x-cos4x 

1. A = lim-tỊ-— ' 

x->0 cos 5x - cos 6x 

, sin 2 2x 


x “»° \jcosx - x/cosx 

l-sin(^cosx) 

= lim- 2 

x->0 sin(tanx) 

*\/ cos ax - ^cos bx 

= lim-——- 

x ->° sin 2 X 

2 sin 2 ax 


„ _ 1-cosx.cos2x.cos3x 

2. B = lim-—;-. 

x-»0 X 2 

„ „ .. cos2x-cos3x 

2. B = lỉm " 

x-»0 x(sin 3x - sin 4x) 

X 2 

4. I) lim g * I 

x^o VI + X sin 3x - cos 2x 

2. B= lim(^-x)tanx 

1 BHz 

4. D= lim (sinVx + 1 - sin 

X-H-00 

- _ l-^l + 2sin2x 

2 . B = lim-————- 

x-»0 sin3x 

4 TX _ i:„ sin4 2x 

4. D = lim— 

x_>0 sin 4 3x 

,, -n 3sinx + 2cosx 

6. F = lim — —J= — 

x^+oo Vx + 1+VX 

_ .. 1-x/cosax 


_ _ ,, l-\/l + 2sin2x 

2. B = lim- r - 

x-»0 sin 3x 

4 rx 1 - sin 4 2x 
4. D = lỉm 

x -»° sin 4 3x 


3sinx + 2cosx 

1 — — r 

00 Vx + 1+vx 
_ ^/l + 3x-x/l + 2x 
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1 + sin mx - cos mx 
1 + sinnx-cosnx 


_ . 2 mx _ . . mx mx 
2sữi -^- + 2sin-^—cos^— 
2 2 2 


2 sin' 

__ sin 
m 


+ 2 sin cos 
2 

sin 


mx nx 

Ỵ_ 2 


mx mx 

^- + COS^r- 
2 2 


mx 

2 


_ nx 


sin- 


2 

f cos — 


sin- 


-lim - 


-.lim- 


-.lim- 


gg' - n 


x-»0 . nx x-»0 . nx nx n 
—— sin _ sin - + cos _ 

2 2 2 2 

2. Ta có: 

1 - cos X. cos 2x. cos 3x _ 1 - cos X + cos X cos 2x(l - cos 3x) + cos x(l - cos 2x) 


x->0 

Bài 3 


. T. ' A _ 1 - sin X _,sinx. 2 3.. 2 

1. Ta có: A = lim— = limx( —— ) -Mĩm— 

x->0 3x x->0 X 2 x->0 3x 


„ , 5x , X , 5x 

2sin— 1 sin-^ c sin— 1 -I c 

- 2 2 = _ lim( 5 ._Z2_). lim - J_ = 5. 

■u ._7x X x-»0 2 5x x->0 ___ 7x 2 

-2x cos _ sin _ — 1 cos 1 - 1 

2 2 2 2 

_ „ tan 2 2x tan 2 2x(l + x/cos2x +^Jcos 2 2x) 

3. c = lim - = lim --— - -- 

x->ỏ 1 _ 3/cos 2x x 2>0 1 - cos 2x 



= 21im( ta ^ X ) 2 .( , x ) 2 (l + ^cos2x+ ^cos z 2x). 
x-»0 2x sinx 


4. Ta có: D = lim 


x “>0 x/l + xsin 3x - cos2x 


,,, Vl + xsin3x-cos2x x/l + xsin3x -1 l-cos2x 
Mà : lim-——-= lim-—-+ lim 

x->0 X 2 x-»0 X 2 x->0 X 2 

... ,sin3x 1 . _ 7 

= 31im( ' . . 1 - -) + 2 = ^-. 

x ->° 3x Vl + xsin3x + l 2 


Bài 4 

1. Ta có: 


. .. sin7i(l-x m ) sin7i(l-x m ) 7i(l-x n ) 1-x 

A = lim- ——= lim- " . lim — - ' . lim ——- 

sin7t(l-X n ) x_>1 7i(l-x m ) x-^sinT^l-x”) X_>1 l-x 
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l-x n . (l-x)(x n 1 +X n 2 +... + 1) n 
1 - x m X->1 (1 - x)(x m_1 + x m “ 2 +... +1) m 
n x 

2. Ta CÓ:B = lim(^-x) smx = lim ——-. lim sinx = 1. 

n 2 cosx n „ n 

2 4> 2 \sin( 2 -x) x-^ 

3. Ta có: 0 <1 x a sin—1< x a . Mà limx a =0 

X X—>0 

Nên theo nguyên lí kẹp => A 39 = 0. 

4. Trước hết ta có: sinx < X Vx > 0 

„ , I . 7 . r\ _ L „5. Vx +1 - yỊx _ 'ỉx + ĩ + 'Jx\ 

Ta có: sinvx + 1 -sinVx = 2sin--——.cos-—- 


X \lx +1 + Vx 


■\Jx + 1 + Vx 
= 0 nên D = 0 . 


1. Ta có: A = lim 


. 7x . X 
sin 1 - 1 sin ^ n 
2 2 . 7 


X%Ô . llx . X 11 
sin— 1 sin 11 
2 2 


-2sin2x _ 4 

'° sin 3x í 1 + ^1 + 2 sin 2x + ^(1 + 2 sin 2x) 2 ì 9 


3. Ta có: c = lim 


sin 2 2x 

lim - x - = 

X -> 0 VCOSX-1 1-ycosx 

^c 2 + X 2 


4. Ta có: D = ịậ 
81 


l-sinỊ^cosxj 

= lim- ta* 1 * •; 

x-»0 sin(tan x) 
tanx 

|3sinx + 2cosx| 


sin X + 2 cos x| 1 

■slx + 1 + x/x Vx + 1 + x/x 


■>0 khi X —> +CO 


Vậy F = 0. 


vcosax-1 1-x/cosbx 


_ b a 
2n 2m 


8. Ta có: l-vcosax = - 


1 + x/cos ax + (\/cosax) 2 +... + (x/cosax) n 1 

„ 1-cosax,. 1 a 1 a 

ĩ>M = iim---lim-- - - =^-.—= -—. 

x^o X 2 X ->°1 +Vcosax+ (Vcosax) 2 + ... + (vcosax) n_1 2 n 2n 
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, 7x , X 
sin— 1 sin— rj 

1. Ta có: A = lim-- — = 4r 

X-»0 . llx . X 11 
sin——sin— 


2 2 

-2sin2x 

n- 7 — ,7 —Ị-v 

’ 0 sin3x 1 + \/l + 2sin 2x + ^(l + 2sin2x) 2 

sừi 2 2x 


x “»° \Ịcosx -11- ịlcosx 


5. Ta có: E = lii 


= lim 

x->0\ 

2x J ^sin3x. 

1 

. (n 

u J 

] ím tanx 


X-»Õ sữi(tan x) 


Mà Iim sin < tanx) =l; 
x-»0 tanx 


1-sinp^cosx 1-cos ^(1-cosx) 

1 -—-- = lim-—-- = 


tanx 
TTSĨn 2 ^ 


c >2 tanx 


Do đó: E = 0 
6. Ta có: 0< 


E = 0. 

|3sinx +2cosx| 1 

ó: 0< J — p=—' <^=- 


Vậy F = 0. 


y/x + l +xíx Vx+ 1 +xfx 


x/cosax -1 1-vcosbx 


-»0 khi X—»+00 


b a 
2n 2m 


8. Ta có: M = lim 


y3x + l-V2x + l 1 

. ~ 2 _ 1 
2 4' 


X-»Ò 1 - cos 2x 

x 2 

ĐÁP ÁN TRẮC NGHIỆM 

Câu 1. lim(3x 2 + 7x+11) = 3.2 2 + 7.2 +11 = 37-* Chọn A. 
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Câu 2. limịx 2 -4| = |(V3) 2 -4| = 1-► Chọn B. 

Câu 3. Ta có limx 2 sin 4 = O.sin-Ị- = 0-» Chọn D. 

Câu 4. lim —4 = -— 77 —— = —2-■> Chọn B. 

“ ‘* 3 +2 (-l) 3 +2 

Câu 5. lim— ——— = — - 1 ! —— = 0-► Chọn c. 

™*(2x-l)(x 4 - 3 ) (2.1-l)(l 4 -3) 

Câu 6. Ta có lim — J ■ = - —- —ị = — 4 -► Chọn D. 

• x‘'+x-3 1-1-3 3 

(-,» _ m , ,. ^3x 2 +1 —X yfỹ+ĩ + 13 . 

Câu 7. Ta có lim —-——-=-——— = — ■+-► Chọn A. 

++1 X — 1 -1-1 2 


Câu 8. lim 1 9 f * . = L 9 fj ' = 4=-^ Chọn c. 

>^(2x-l)(x 4 -3) ỵ (2.3 —1)(3 4 — 3) m 

Câu9. ỉimịị x 2 -*^ 1 = J 2 '~ 2+ ! = ị --*ChọnB. 

V x 2 +2x ]Ị 2 2 +2.2 2 


„A. -\/3x 2 -4-V3x-2 _^/l2-4-Vó^2 0 „ _ _ - 

Câu 10. Ta có: lim--—--=--= 7 = 0-► Chọn c. 

x + 1 3 3 


Câu 11. Vi 


lim (x —15) = —13<0 v _,, 

"7 2+ - >ỉìm- —7r 

lim (.V — 2) = 0 & X — 2 > 0, Vx > 2 -<-2' x-2 


—00. Chọn A. 


Câu 12. 


[lim yjx + 2 = 2> 0 / 2 

* 2 ,_ ,_ _■» lim —= = +oo. Chọn B. 

lim \lx — 2= 0 & \lx — 2> 0,Vx> 2 *^ 2+ Vx-2 


Câu 13. Ta có |x+2| = x + 2 với mọi x> —2, do đó : 


■(-2) + X + 2 *-k-2) + 


Câu 14. Ta có lim ] 2 —— = lim —— 2 4 = lim 1 = -4- Chọn c. 

+.7 2x 2 -5x-2 ; r(2-x)(l-2x) *-2 l-2x 3 


Câu 15. Ta có X + 3 > 0 với mọi X > -3, nên: 

; ‘Ị^+W+ 5) ‘ *ẶĨ+W+?I ■ 'Pĩặ V(- J )’+ 5 

Chọn c. 


Chọn B. 
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Câu 16. lim / (x) = lim ^3x 2 +1 = V 3 .I 2 +1 = 2--> Chọn B. 


Câu 17. lim /(x) = lim * — = +00 vì 
I lim f{x)= limír-3) = 1 

18 Ta nr\ \ *-> 2+ *-> 2+ v 2 


lim X 2 +1=2 


lim f(x) = lim (a- — I) = 1 


lim (l — x) = 0 & 1 — X > O Ệệậ < l) 

lim / (x) = lim / (x) = 1 =► lim / (x) = 1 . 


Chọn c. 


lim / (x) = lim (ax — l) = 2a — 1 
lim / (x) = lim Ụx — 2 +'$1 = 3 

Khi đó lim/ (x) tồn tại +> lim /(x) = lim / (x) +>■ 2a — 1 = 3 +> a = 2. Chọn B. 

lim / (x) = lim (x 2 — 2x + 3 ) = 6 

Câu 20. Ta có • *^ 3 *^ 3 -> lim / (x) ^ lim / (x) 

lim / (x) = lim (3 - 2x 2 ) = -15 ^ 

-> không tồn tại giới hạn khi X —> 3. 

Vậy chỉ có khẳng định c sai. Chọn c. 


Câu21. lim (x — X 3 + 1 ] = lim X 3 — 1 + -yj = +00 vì 


lim -T-1 + -Ỵ =-l<0 


Giải nhanh: V — X 3 +1 ~ (— l)x 3 ->+00 khi X —>— 00. 

Câu 22. Ta có 

lim (|x | 3 + 2x 2 + 3|x|) = lim (-X 3 + 2 x 2 - 3 x) = lim X 3 Ị- 1 + — - = +00. Chọn B. 

Giải nhanh: |x| + 2x 2 + 3|x| ~ |x| —>+00 khi X—>— 00. 

Câu 23. Giải nhanh: X —> +00: V* 2 +1 + x~ yỊx 2 +x= 2x —> +00. Chọn B. 

Đặt X làm nhân tử chung: 

lim X = +00 

lim^l+J r + l = 2>o’ 

Câu 23. Giải nhanh: X —>+00: ả/3x 3 -1 +\ lx 2 +2 ~ yỊĩĩ? +4Ĩ? = ịlịs + l)x—> +00. Chọn B. 

Đặt X làm nhân tử chung: 
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Câu 25. Giải nhanh: X —*• +00 : X Ụếx 2 +7x + 2x) ~ X Ị Vĩ? + 2xj = 4x 2 — > +00. 


Chọn D. 

Đặt X 2 làm nhân tử chung: 


lim xU4x 2 +ĩx+2x)= lim .) 


lim X 2 = +00 
lim (,&l = 4 > 0 


Câu 26. Ta có lim — 


(x-2)(x 2 +2x + 4) _ 
5 (x-2)(x + 2) 


X +2x + 4 12 


Chọn c. 


„ .. x 5 + 1 _ ì .{ x + ỉ ){ x4 - x3 + x2 ~ x + ỉ )_ ì . x *- x 3 + x ĩ -x + 1_5 

Câu 27. lim , = lim-———----- = lim- T —-— -= ■+. 

lT -‘ í +1 *~- 1 (x + \)[x -x + l) * 4 - 1 X -x + ỉ 3 


2x 3 + 3 V 3 _ 2 (* + V3ÌÍ* 2 - V3x + 3Ì 2(x 2 -V3x + 3) 

R 2 ~ (V3-*)(V3 + *) ^ S-x 


2 (-V3) 2 -V3.(-V3) + 3 


Vã-(-Vã) 2 V 3 


= 3V3- 


^ fl 2 + b 2 = 10 . Chọn A. 


* + 6 (* + 3)(*-2) 1^-21 1-3-21 5 _ _ 

-3x “■ ĩ x(x + 3) ' ■> X -3 3 


Câu 30. Ta có 3 — X > 0 với mọi X < 3 , do đó: 


3-x 3-x 

lim , = lim - = 

^ r V 27 -x 3 Ậ 3 - x ){ 9 + 3 x + x 2 ) 


= Um = 0. Chọn B. 

+ >/9 -j— 3.3 —ị— 3 2 


Câu 31. Ta có 


ịx 2 +7T )Vl-2x-7T 2 [x +1 r )(Vl-2x-l) 27 T 21 

1 ----= lim--—-- + limx =- 7 — 

X *- >0 V 7 
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Câu 32. Ta CÓ lim ^* 2+ * — 
vì 1 > 0; lim Ụx 2 +x + 4x j = 0 



Câu 33. Ta có lim 


3 T_ 1 (x - 1) k/( 4x + 4) 2 + 2ĩj4x + 4 + ềỊ 

n 77== —— = lim--- 7 -—-—- ị - 

:í Ựĩx + 4-2 (4x + 4-S)[ự7 + ^ + Vj 


ịìj(4x + 4) 2 +2ịl4x+4+4^j 


^= 1 . Chọn c. 


Câu 34. Ta có lim 


2^Ị\ + X —ĩỊỉ^x _ tí í 2sỊĨ+~x —2 | 2-VÌPỹ j 


L I _ _1 

'Ịyĩ+ĩ + 1 4 + 2ị/s--x +ịl(S — x) 2 


= l + i- = lị. Chọn B. 
12 12 


™Ị*Ị^(* + l) 2 +^+ĩ + l) + H 


Vậy ta được: 


ữ + è = 5 \ a + Ị,- 5 

a , vL ĩu-n^ a = 3 ’ b = 2 -> Chọn A. 

— -Ị- — = 2 [2ứ H- 3ơ — 12 


Câu 36. Ta có lim 2x + ^ x 3 = lim-f= 2 . Chọn D. 

ĩ -*-™ X 2 + 6x + 3 ,6,3 


Giải nhanh: khi X 


Câu 37. Ta có: lim 


Giải nhanh : khi X 


2x 3 +5x 2 -3 2 + X X 3 _ „ r-ĩ 

— 2 ——— = lim X.- 1 — = — 00 . Chọn c. 
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“-00 3 ^ 6 -|_ 2x 5 — 5 


,, _ 2x 3 -lx 2 +11 2x 3 2 1 

Giai nhanh : khi X —> —oo thì: ——7——^~ —— = ——> 0. 

3x 6 + 2x 5 — 5 3x 6 3 X 3 

Câu 39. Khi X —> —oo thì sỊx 2 = —x ->Vx 2 +1 — X ~ vx 2 " —X = —x — x — —2x Ỷ 0 

_ 3 


-> chia cả tử và mẫu cho X, ta được lim 


2x — 3 
\jx 2 +1 —X 


= lim - 




-=-l. 


Chọn D. 

Câu 40. Khi X —> +00 thì yịx 2 = X- >-\/x 2 +1 — X ~ a/x 2 " — X = x —X = 0 


-1 Nhân lượng liên hợp: 



<*=> lim 2 — a — — =2 — «>0=>ữ<2. 
•< "M XI 


Giải nhanh : ta có X —*• +00 - 


= ((2 — a)x — 3^Ụx 2 + 1 + xj ~ (2 — fl) X. Ị-s/x 2 " + X j = 2(2 — fl)x —> +00 a< 2. 
Khi đó p = a 2 — 2« + 4 = (fl —l) 2 + 3 > 3, P = 3<*=>« = 1<2=>P min = 3. ChọnB. 


Câu 41. Giải nhanh: khi X —*• — oc 


\Ỉ4x 2 — X + 1 Vix 2 " _ —2x 

X +1 X 


= —2. Chọn c. 


Cụ thể: lim 


V 4x 2 — X + 1 _ 


-4-Wị 

, V X X 


-V4_ 


Câu 42. Giải nhanh : khi 


^ V4x 2 -2x + l + 2-X ^Í4x 2 -x _ 2x-x _ 1 

V9x 2 -3x + 2x V9x 2 " + 2x 3x + 2x 5' 


Chọn D. 


GIẢNG DẠY: NGUYỄN HẢO VƯƠNG 


- 004070848» 



TÀI LIỆU TOÁN 10 


NĂM HỌC 201« 


. 2,1,2 , 

V 4 " V + I -1 1 

V XX X _ í 


„ .. V 4 x 2 - 2 x + 1 + 2 -x_ 

Cụ thê : lim- . -= lim 

^ +0 ° V 9x 2 -3x+2x ^ +0 ° 


Câu 43. Ta phải có ax 2 — 3x > 0 trên (—oo;a) <=*■ a > 0. 

Ta có X —>■ —00- 4x 2 — 2x + l+ 2 — x~ y]4x 2 — X = — 3x 7 ^ 0. 

Như vậy xem như "tử" là một đa thức bậc 1. Khi đó lim ^ 4 * 2x-|-l — — —— > 0 khi và chỉ khi 4ã\ 

' v«x 2 — 3x + bx 

thức bậc 1. 

Tacó v«x 2 -3x +bx ~ Võx^ + ốx = Ị-Vã + #)x- >-Jã + b=?=0. 

Khi đó - . -~ĩ— ■ = —ị= = L> 0-o- ố-v« > 0=> ố> sja. 

yjax 2 —3x+bx ị—Ja+bjx b — y/a 

Chọn B. 

Câu 44. Giải nhanh: X —> -00 — + 3* + 1 rịệẾ= = JỂl : —Chọn c. 

V 2x 2 +l V2x 2 -V2x V2 


„ , 5> ,. >/x 3 + 2 x 2 +1 .. 1 

Cụ thê: lim- , — = lim - 


Hê- 


Câu 45. Giải nhanh: X— > — 00 - >\llx 2 + 1 + czx ~ a/ 2 x 2 +x 

= — V2x + ax = Ịa — \/2 ) X —> +00 <*=> <7 — \Ỉ2 <0-& a< \/2. Chọn B. 

Cụ thể: vì lim X = —00 nên lim (V2x 2 +1 + ữx) = lim X Ị— ./2 + -^- + «1 = +00 


<*=> lim \-f^ị + a j = ữ — yỊĨ <ữ ^ a< yỊĨ. 


Câu 46. Giải nhanh : X —y —00-> 2 x 3 — X 2 ~ 2 x 3 —> — 00. Chọn D. 


Cụ thể: lim (2x 3 — X 2 ) = lim X 3 Ị 2 -j = —00 vì 


lim 2 —— = 2 > 0 


Vì lim (x + 1 ) = 3 > 0; lim [x 2 — 4 ) = 0 và X 2 — 4 < 0 với mọi X £ (—2;2). Chọn A. 
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rs..» 0 T.^i:_ í a b ì 1 •„ ÍZ + ÍMC + ax 2 — b .. a + ax+ax 2 -b 

Câu 48. Ta có lim — - - = lim- ' -= lim-- — -—. 

*■' [l-x 1-x 3 ) * ■' l — x 3 i(l-*)(l + * + * 2 ) 

Khi đó lim —^--———7-1 hữu hạn +> 1 + ữ. 1 + ữ. I 2 — b = 0<^2a — b = — 1. 

1-* l-x 3 


... u , a + b = 4 a = 1 a b 

Vậy ta CÓI . , <*=H. _=>z = — lim —-- - 

3 2a-b = -l b = 3 &*• [ì-x l-x 3 


-lim —— x + x ————r = — lim -—= 1. Chọn c. 
*“ r (l-x)(l + * + x 2 ) ;zĩ l + x + x 2 


Câu 49. Ta có lim [\ll + 2x 2 -x) = lim X J-y + 2-1 = +00 


Vì lim X = +oo; lim 1^1^-+ 2 -l| = V 2 -1 > 0. ChọnB. 

Giải nhanh : X —> +00 - >\Jl + 2x 2 —x~ yỊĩx 2 —x = yÍ2x — x = ị^Í2 — ljx —> + 00 . 

Câu 50. X —> +00 - >yjx 2 +1 — X ~ ^[x 2 — X = X — X = 0->Nhân lượng liên hợp. 


Giải nhanh: >+00 - >\]x 2 +ỉ — x = 


1 1 _ _Ị_ 

\lx 2 + 1 +X 4^+x~ 2x 

1 

Cụ thể: lim ị\lx 2 + 1 — x) = lỉm 7 =-= lim :*-5Ịgâí=— = ^ = 0. 

' ' u 1 f^Ị + i 2 

Câu 51. X—>— 00 - >-\l5x 2 -\-2x + Xy/5 ~ >/5 X 2 +jcV5 = — y/5x-ị-x-j5 — 0 

-> Nhân lượng liên hợp: 

Giải nhanh: :*:—>—00 ->v 5x 2 +2x +xyỊĩ> 

2x 2x 2x _j_ 

~~ yl5x 2 +2x+xj5 sÍSx 2 -Xyf5~ -2sÍ5x~ S' 

Cụ thể: Ta có lim ị\j5x 2 + 2x + X\Í5 ) = lim - 

’ x ~-°°j5x ỉ +2x+xj5 


— --—> 0. Chọn A. 


==-4=-tV5- 


5 -^ >/5 5 

Câu 52. Khi X —> +00 - >\lx 2 + 3x-yỊx 2 +4x ~ yỊx 2 -^[x 2 = 0 

-> Nhân lượng liên hợp: 


5 => 5 = — 1. Chọn A. 
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Giải nhanh: X —>+00 ->v* 2 + 3x — \Ịx 2 + 4x 

-X 1 


V X +3: 


—X -X -X 1 _„ 

_ ==- ~ = = = -— = -- 3 -. Chọn B. 

3x+sịx 2 +4x yjx 2 +^Ịx 2 2 * 2 

Cụ thể: lim ỉtJx 2 + 3x — \Jx 2 +4x ) = 


\Ịx 2 +3x +\]x 2 +4x 


_ 

~4~ 2' 


Câu 53. Giải nhanh: 


X —> — 00- > >/3jc 3 — 1 + yjx 2 +2 ~ >/3jc 3 + 4 x ? = ịịÍ3 — l) a 

Cụ thể: lim {ịlĩx 3 -l + *Jx 2 + 2 ) = lim X Ị ^3 - -Ụ - = -00 

Vì lim X = — 00 , lim ị^3—T-^ 1 + 4“Ị = &-1 > 0. 

Câu54. Khi X— >+00 - >\Jx 2 + X-l]x 3 -X 2 ~ síx 2 ịỊx 3 =x — x — 0 

-> Nhân lượng liên hợp: 

Giải nhanh: \Jx 2 +x — ịíx 3 —x 2 = Ụx 2 +x — xj + Ịx — ỷjx 3 —X 2 j 

X ■ X 2 X X 2 

Jx 2 + 1 +X x 2 +x ỉj x 3 -i + ịỊ( x 3 -i) 2 4 ^+x x 2 + xị [ 7 + ỳ 7 


= 2 + ì = 6 (*^ +0 °)- Ch <? nA - 


Cụ thể: lim [\lx 2 + X -\lx 3 - X 2 = lim [jx 2 +x-x + x-ịl 


X + X 2 


1 1 _ 5 

= 2 + 3 _ 6' 


Câu 55. X — > +00 - yĩỈ2x — \ — yjlx + \ ~ lỊĩx-ỉỊĩx = 0-> nhân lượng liên hợp: 

Giải nhanh: ị/2x — 1 — ịj2x + l = 

- 7 = = 'lĩ— 77 =- = -^=->0. ChọnA. 

2*-l) +l]4x 2 -l-ìj(2x + l) v4x +Ụ4x +<J4x 3ẰỊ4x 


3. Chọn D. 
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Cụ thể: lim (ỉỊĩx^ĩ — yỊĩx + ĩ) = lim - 2 - 

*~ +0 ° v( 2x -1 f + 3/(2*-1) (2*+ 1) + ậ2x +1) 2 

Câu 56. Ta có lim|*Ịl--| = lim(*-l) = 0-1 = - 1 . ChọnB. 

Câu 57. Ta có lim (x-2 )./ x = lim = 0 , ChọnC. 

-2 +v ; V* 2 -4 V^+2 2 


Câu 58. Giải nhanh: 


X —> +oo->* 


I 2* + l .. [2 jT Vó „ 1 V6 „ 1 

Ì3x 3 + x 2 + 2~ X Ì3x 2 - 3 ' x '47~ 3 


Cụ thể: 


ể: lim X I ỉ x+ } - = lim J x ( 2x + 1 ) 
\ 3 x 3 + x 2 +2 ~+»V: 


3* 3 +* 2 +2 V3* 3 +^ +15 


_V6 


3 + i + 2 “ 3 ' 


Câu 59. Ta có lim* 2 Ịsin7 T*—y| = lim(* 2 sin7T* — lj = — 1. Chọn B. 


Do đó lỉm (x 3 +1Ì.) . x - = lim (* + l)(* 2 — * + l) /-- -^7 -— 

V>?-1) +V ; v* 2 -l A-1 r A 'y(x-l)(x + l) 

= lim + V*+ĩ(* 2 -* + l),^—^-ỹ = 0. ChọnC. 


2^. Chọn B. 
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3. HÀM SỐ LIÊN TỤC 

V___-_ 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

I-HÀM SỐ LIÊN TỤC TẠI MỘT ĐIỂM - 

Định nghĩa 1 

Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng K và x 0 € K. 

Hàm số y = f(x) được gọi là liên tục tại x ữ nếu lim f(x) = f(x ữ ). 

\ ___ J 
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III - MỘT SỐ ĐỊNH Lí cơ BẢN 


Định lí 1 

a) Hàm số đa thức liên tục trên toàn bộ tập số thực R . 

b) Hàm số phân thức hữu tỉ và hàm số lượng giác liên tục trên từng khoảng xác định của chúng. 

Định lí 2 

Giả sử y = f{x) vày = g(x) là hai hàm số liên tục tại điểm x 0 . Khi đó: 

a) Các hàm số y = f(x) + g(x), y = f(x)-g(x) và y = f{x).g(x) liêntụctại x 0 ; 

b) Hàm số ) liên tục tại x 0 nếu g(x 0 ) ^ 0 

*(*) 


Nếu hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn \a\b\ và /(ữ)./(ố)< 0, thì tồn tại ít nhất một điếm cg(a;í)) sao 
cho /(c) = 0. 

Định lí 3 có thể phát biểu theo một dạng khác như sau: 

Nếu hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn [a\b\ và f[a).f(b)< 0, thì phương trình /(*) = () có ít nhất 
một nghiệm nằm trong khoảng (a;ố). 


B. CẤC DANG TOẦN VẦ PHƯƠNG PHẤP GIẢI 
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Chú ý 


TT , „ íf(x) khi X ^Xn . A 

• Hàm số y = <. ... liên tục tại X = x n khi và chí khi 

7 Ịk khi X = x 0 0 

lim f(x) = k. 
x->xo 

í£(x) khix>x 0 

• Hàm số y = ^ . liên tục tại X = x n khi và chỉ khi 

y Ịg(x) khix<x 0 • 0 

lim f(x) = lim g(x). 

x->xg x->xịj 


1. CÁC ví PU MINH HOA 

Ví dụ 1. Xét tính liên tục của hàm số sau tại X = 3 
í X 3 - 27 


1. f(x) = 


- khi X * 3 


^ khi X = 3 
3 


2. f(x)= V2X + 3-3 

1 (x-l) 2 khi x>3 


Ví dụ 2. Xét tính liên tục của hàm số sau tại điểm chỉ ra 
[x 2 +l khi X*1 . 


1. f(x) = 


khi X = 1 


tại điểm Xq = 1 


2. f(x) = 


p-x-2| 


khix^-1 


Ví dụ 3 Tìm a để hàm số sau liên tục tại X = 2 

í y/Ãx-2 


l-f(x)= X -2 


khi x*2 


khi x = -l 
X 4 - 5x 2 + 4 


khi x<2 


khi X = 2 

Bài 1 Xét tính liên tục của hàm số y = f(x) tại điểm chỉ ra 
khi x*4 

1. f(x) = < x_ 4 tại x = 4 

ị khi x = 4 

u 

í X 2 - 3x + 2 _ ... 

—— r ==— + 2 khix>l 

2. f(x) = j Vx-1 tại X = 1 

[3x 2 +x- 1 khi X < 1 

„ ,/ N. cos^ khi |x|<l . 

3. f(xj = ^ 2 11 tại x = lvà x= -1. 

Ị|x-l| khi |x| > 1 

Bài 2. Chọn giá trị f(0) đế các hàm số sau liên tục tại điếm X = 0 . 


X 3 

[ ax 2 + X +1 khi X > 2 

II. BẢI TÁP Tư LUÂN Tư LUYÉN 


1. f(x) = - 


2. f(x) = 


2X + 8-2 


x(x + l) ' ' ' V3X + 4-2 

Bài 3. Xét tính liên tục của các hàm số sau tại điếm đã chỉ ra 

fVx + 2 


GIẢNG DẠY: NGƯYẺN liẢO vương 


- 004670848» 






















TÀI LIỆU TOÁN 11 


NĂM IIỌC 2018 


- f , , _ I X+ 1 + ^ X _Ị_ khi X ^ 0 . „ 

2. f(x) — j X tại Xq — 0 

[2 khi X = 0 

Ị^ 1 khi X*1 

3. f(x) = J x _ 1 tại x 0 = 1 


X -x-2 . _ ,,. _ 

, - + 2x khix>2 

4. f(x) = j yịx-2 tạix 0 =2 

[x 2 - X + 3 khi X < 2 

Bài 4. Tìm a để các hàm số sau liên tục tại các điểm đã chỉ ra 
X + 2a khi X < 0 
L khi X > 0 

Vềx + l-l 


, khi X ?fc 0 

2. f(x) = j ax 2 + (2a + l)x tại X = 0 

[3 khi X = 0 

ÍV3X + 1-2 


, , í X + 2a kt 
Lf W-{x*;“n 


tại x = 0 


3. f(x) = 


khi X > 1 
^ tại X = 1. 


khi X<1 

x-3 


Vấn đề 2. Xét tính liên tục của hàm số trên một tập 


Phương pháp:Sử dụng các định lí về tính liên tục của hàm đa thức, lương giác, phân thức hữu tỉ ... 

Nếu hàm số cho dưới dạng nhiều công thức thì ta xét tính liên tục trên mỗi khoảng đã chia và tại các điểm 
chia của các khoảng đó. 


1. CÁC Ví PU MINH HOA 

Ví dụ 1 Xét tính liên tục của các hàm số sau trên toàn trục số: 

1. f(x) = tan2x + cosx 2. f(x) = —^ ^ + 2 

X 2 - 3x + 2 

í a 2 (x-2) 

V / X < 2 

Ví dụ 2 Xác định a để hàm số f (x) = ị y/x + 2 — 2 liên tục trên R . 

\ (l-a)x khi X >2 

II. BÀI TẢP TƯ LUÂN Tơ LUVÊN 

Bài 1 Xác định tính liên tục của hàm số sau trên M 

1. f(x)= „ X + 2 — 2. f(x) = V3x 2 -1 3. f(x) = 2sinx + 3tan2x 

X 2 - X - 6 

Bài 2 Xét tính liên tục của các hàm số sau trên R 


l.f(x) = 


2x 3 -16 

2-x khi x>2 


\ 3 ậ=i k 

2.f(x)= 

<] l-x + 2 


Bài 3 Xét tính liên tục hàm số sau trên 1 
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1. f(x 


3. f(x) = 


ỵ- Ị g- 2 khix*i , 

ỊMf 2 - f (* 

a khi X = 1 
2x +1 khi x<0 


: ——-khi x 0 

X 

0 khi X = 0 


„ .. 2x 2 +X + 1 khi |x| <1 

(x-1) 3 khi0<x<2 4. f(x) = <^ , , * 

Ị3x-1 khi |x|>l 


Vx-1 khi X > 2 
Bài 4. Xác định a,b để các hàm số sau liên tục trên R 

X 3 - 3x 2 + 2x 

sinxkhi|x|<y 


1. f(x) = . 


ax + b khi |x| 


2 _ 2 . f(x) = 


x(x-2) 


khix(x-2)*0 


khi X = 2 

khi X = 0 


Bài 5. Tìm m đế các hàm số sau liên tục trên i 
\ \fx-2 + 2x -1 

!- f (x) = X — 1 

3m - 2 khi X = 1 


khi X * 1 


ÍVx+1-l 


khix>0 


2. f(x)= X 

2x 2 + 3m +1 khi X < 0 


3. f(x) = 


J 2X-4 + 3 
x + 1 


X 2 -2mx + 3m + 2 


khi X > 2 
khi X < 2 ’ 


r 


vấn đề 3. Chứng minh phương trình có nghiệm 


Phương pháp : 

• Để chúng minh phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm trên D, ta chúng minh hàm số y = f(x) liên 
tục trên D và có hai số a,b e D sao cho f(a).f(b) < 0. 

• Để chúng minh phương trình f(x) = 0 có k nghiệm trên D, ta chúng minh hàm số y = f(x) liên tục trên D 
và tồn tạik khoảng rời nhau (aj;a i+1 ) (i=l,2,...,k) nằm trongD sao cho f(ai).f(a i+1 )<0. 

V_____* 

1. CÁC VÍ PU MINH HOA 

Ví dụ 1 Chứng minh rằng các phương trinh sau có đúng một nghiệm. 

1. x 5 + 3x + 1 = 0 2. x 3 + 2 x = 4 + 3V3-2x 

Ví dụ 2 Chứng minh rằng phương trình sau có ít nhất một nghiệm : 

1. x 7 + 3x 5 -1 = 0 2. x 2 sinx + xcosx + l = 0 


Ví dụ 3. Vx 5 +2x 3 +15x 2 +14x + 2 = 3x 2 + X +1 có đúng 5 nghiệm phân biệt 

II. BÀI TẢP TƯ LUÂN TƯ LUVÈN 

Bài 1 Chứng minh rằng phương trình sau có đúng ba nghiệm phân biệt 
1. x 3 -3x + 1 = 0 2. 2x + 6^ĨŨÕ(=3 

Bài 2 Chứng minh rằng phương trình sau luôn có nghiệm với mọi giá trị của m, n 

l.m(x-l) 3 (x + 2) + 2x + 3 = 0 2. *- 7 ^—= m 

v v ' cosx sinx 

3. m (x - a)(x - c) + n(x - b)(x - d) = 0 (a < b < c < d). 

Bài 3 Cho m > 0 và a,b, c là ba số thực bất kỳ thoả mãn 
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—H-—- + — = 0. Chứng minh rằng phương trinh ax 2 + bx + c = 0 luôn có nghiệm. 

m + 2 m + 1 m 

Bài 4. Chứng minh rằng phương trinh : 

1. X 4 + X 3 - 3x 2 + X +1 = 0 có nghiệm thuộc khoảng (-1; l) 

2. X 5 — 5x 3 + 4x — 1 = 0 có năm nghiệm thuộc khoảng (-2; 3 ) 

3. a(x-b)(x-c) + b(x-c)(x-a) + c(x-a)(x-b) = 0 ;a,b,c>0 có hai nghiệm phân biệt. 

4. (1 — m 2 )x 5 - 3x — 1 = 0 luôn có nghiệm với mọi m 

5. m 2 .(x - 2) + m(x -1) 3 .(x - 2) 4 + 3x - 4 = 0 có nghiệm với mọi m . 

Bài 5 . Cho các số thực dương m,n,p thỏa mãn: n < m; mp <n 2 và — + — + — = 0 . Chứng minh rằng phương trình : 

m n p 


f(x) = ax 2 + bx + c = 0 luôn có nghiệm. 

Bài 6. 

1. Cho hàm số f: [O; 1 ] —» [ũ; 1 ] liên tục.Chứng minh rằng tồn tại ít nhất một số thực c e [O; 1 ] sao cho f(c) = c. 

, f(x) , , r , 

2. Cho hàm sô f :[0;+co) —» [0;+co) liên tục và lim -=-= = L < 1 Chứng minh răng tôn tại ít nhât một sô c > 0 sao cho 

X-M-co X 

f(c) = c. 

3. Tỉm tất cả các hàm số f: R -» R liên tục tại X = 0 thỏa: f(3x) = f(x). 

4. Cho hàm số f : [ũ; 1 ] -> [ũ; 1 ] liên tục trên [ũ; 1 ] và thỏa f(0) = f (1). 


Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n thì phương trinh f (x) — f(x + —) = 0 luôn có ít nhất một nghiệm thuộc đoạn [ũ; 1 ] . 

Bài 7. 

1. Cho hàm số f liên tục trên đoạn [a ;b] và n điểm x 1 ;x 2 ;...;x n e [a;b] . Chứng minh rằng tồn tại ít nhất một điểm 
ce[a;b] sao cho nf(c) = f(x 1 ) + f(x 2 ) + ... + f(x n ). 

2. Chứng minh rằng tồn tại duy nhất các số 0<a<Ị3<l sao cho cos a = a 2 và Ị3 tan (3 = 1. 

III. BẢI TÁP TRẮC NCHIÊM TƯ LUYÊN 


Vấn đề 1. XÉT TÍNH LIÊN TỤC CỦA HÀM SỐ 

Câu 1. Hàm số / (x) = V3 — X + ^ 1 4 hên tục trên: 


Câu 4. Cho hàm số f(x) xác định và liên tục trên [—3; 3 ] với 
fịx) = JE± hdĩzL vái x*0 .Tính/(0). 


A. [—4; 3 ]. 
C. (—4; 3 ]. 


B. [—4; 3 ). 

D. [— 00 ;—4]u[3;+oo). 


í + *cosx + sinx 

Câu 2. Hàm sô í [x) = -———-— - liên tục trên: 

v 1 2 sin X + 3 


3 3 ' 

Câu 5. Cho hàm số / (x) xác định và liên tục trên (—4; + 00 ) 

' à ' /w = + 4 — 2 vỏi * * 0 ' Tlnh R 0 )' 


Câu 3. Cho hàm số f(x) xác định và liên tục trên R 


A. 


2 V 3 D V3 


C. 1. 


D. 0. 


Vấn đề 2. HÀM SỐ LIÊN TỤC TẠI MỘT ĐIỀM 

Câu 6. Tìm giá trị thực của tham số m để hàm sc 
X 2 -X -2 ... _ 


/ w= 


liên tục tại x = 2. 


khix = 2 

A. m = 0. B. m = l. c. m = 2. D. m = 3. 
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Câu 7. Tìm giá trị thực của tham số m để hàm 
'x 3 -X 2 +2x-2 


/« = 


x-l 


khix^l 


liên tục tại x = l. 


[3x + n 
A. m = 0. 


khi* = 1 
c. m = 4. 


để hàm số f(x) = 


Câu 8. Tìm giá trị thực của tham số k để hàm số 
ix-X 


y = f{x) = 


-1 


khi* ^ 1 


liên tục tại X = 1. 


k +1 khi* = 1 

B. k —2. c.k = ~. D. k = ữ. 


3 — x . 

, - khi*;* 3 

v* + l —2 liên 


Câu 9. Biết rằng hàm số /(*) = 

khi* = 3 

tục tại x = 3 (với m là tham số). Khẳng định nào dưới đây 
đúng? 


tại: 


A. m e (—3;0). 
c. m e [0;5). 


B. m < —3. 

D. m e[5;+oo). 


Câu 10. Tìm giá trị thực của tham số m để hàm số 


/(*) = 


liên tục tại * = 0. 


khi * = 0 

A. otg(-2;-1). B. m<-2. 

c. we[—1;7). D. wẽ[7;+oo). 


Câu 11. Biết rằng lim Slnx = 1. Hàm số 


/(*) = 


liên tục trên khoảng nào sau đây? 


0 khi * = 0 


4 ’ ềj' 


D. (—oo;+oo). 


Câu 12. Biết rằng lim =1. Tìm giá trị thực của tham số t 
khi x^l 


để hàm số /(*) = 


* -1 liên tục tại x = l. 

m khi * = 1 


NAM I1ỌC 201« 

A. m — —7T. B. m = 7T. c. I» = -1. D. m = l. 


Câu 13. Biết rằng lim—— = 1. Tìm giá trị thực của tham số m 
1 + cos* , , . 

■ khi* ^ 7T 

liên tục tại * = 7T. 




khi* = 7T 


Câu 14. Hàm số f(x) = 


khi * ^ — 1, * ^ 0 liên tục 


A. mọi điểm trừ * = 0, * = 1. B. mọi điểm * e K. 
c. mọi điểm trừ * = — 1. D. mọi điểm trừ * = 0. 

của hàm số 


Câu 15. Số điểm gián 
0,5 khi * = -1 
*(* + !) 


/« = 


khi 


1 , * * 1 1 


khi * = 1 

B. 1. c. 2. 


Vấn đề 3. HÀM SỐ LIÊN TỤC TRÊN MỘT 
KHOẢNG 


Câu 16. Có bao nhiêu giá trị thực của tham số m để hàm số 


. . I m 2 x 2 khi*<2 ... __ 

f\ x ) = \,. s ... liên tục trên R ? 

v ’ 1(1 -m)x khi*>2 


Ị , , i. rt \ 'ỉx khi*e[0;4l 
Câu 17. Biêt răng hàm sô /*= ... , tục trên 

K ’ 1 + m khi* e(4;6] 


[0; 6]. Khẳng định nào sau đây đứng? 

A.m<2. B.2<m<3. c. 3<m<5. D. m>5. 


Câu 18. Có bao nhiêu giá trị của tham số a để hàm số 
* 2 — 3* + 2 


/« = 


—7- - —^khi*^! 

I* —1| liên tục trên K. 
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Câu 19. Biết rằng / (*) = 


*— 1 ... , 

' khi* ^ 1 . . 

s]x —1 liên tục trên đoạn 


khi* = 1 

[0; 1] (với a là tham số). Khẳng định nào dưới đây về giá trị a 
là đúng? 

A. a là một số nguyên. B. a là một số vô tỉ. 


c. a>5. 


D. a < 0. 


Câu 20. Xét tính liên tục của hàm 

x-1 


m = 


-==- khi X <1 

7 2 — * — 1 • Khăng định nào dưới đây 

—2x khi * > 1 


đúng? 

A. /(*) không liên tục trên M, 

B. /(*) không liên tục trên (0;2). 
c. /(*) gián đoạn tại x = l. 

D. / (*) liên tục trên R. 


Câu 21. Tìm giá trị nhỏ nhất của a để hàm 

X 2 -5x +6 


/« = 


4 - b 4 

73 73 


c.-ị 

3 


D.ị 

3 


/«= 


liên tục tại X = 2. 


A. ữ max = 3. 
c. a max =1. 


B. «max = 0. 

D. ữ = 2. 


Câu 23. Xét tính liên tục của hàm 


A. /(*) liên tục tại * = 0. 

B. /(*) liên tục trên (-oo;l). 
c. /(*) không liên tục trên R. 


Câu 25. Hàm số /(*) có đồ 
thị như hình bên không liên 
tục tại điểm có hoành độ là 
bao nhiêu? 


Câu 22. Tìm giá trị lớn nhất của a để hàm số 

'37+2-2 _ 


11 - cos * khi * < 0 
f(x)= Ị - . Khăng định nào sau đây đúng? 

'V* + l khi*>0 


D. /(*) gián đoạn tại x = l. 


Câu 24. Tìm các khoảng liên tục của hàm 

cos-^— khi 1*1 <1 , 

2 1 1 Mệnh đê nào sau đày là sai? 

x-1 khi 1*1 >1 


/w = 


A. Hàm số liên tục tại * = — 1. 

B. Hàm số liên tục trên các khoảng (—00,-1); (l;+oo). 
c. Hàm số liên tục tại * = 1. 

D. Hàm số liên tục trên khoảng (— 1,1). 


A. * = 0. 


B. * = 1. 

c. * = 2 . 

D. * = 3. 



Câu 26. Cho hàm số / (*) = 


— khi * < 1, * ^ 0 


0 khi * = 0 

7 * khi * > 1 


ố / (*) liên tục tại: 

A. mọi điểm thuộc R . 
c. mọi điểm trừ * = 1. 

D. mọi điểm trừ* = 0 và* = l 


ì. mọi điểm trừ * = 0 . 


Câu 27. Cho hàm số / (*) = 


4 khi * = 1 . Hàm 

7* + l khi * > 3 


số / (*) liên tục tại: 

A. mọi điểm thuộc M 
c. mọi điểm trừ * = 3 . 

D. mọi điểm trừ* = lvà* = 3 


B. mọi điểm trừ * = 1. 
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Câu 28. Số điểm gián đoạn của hàm 

2x khi X <0 
x 2 +l khi 0<*<2 là: 

3x-l khi x>2 


h(x) = 


A. 1. 


C.3. 


D. 0. 


Câu 32. Cho phương trình 2x 4 — 5x 2 + x + ] = 0. Mệnh đề nào 
I sau đây là đúng? 


Câu 29. Tính tống 5 gồm tất cả các giá trị m đế hàm s 

X 2 + X khi X < 1 

2 khi X = 1 liên tục tại x=l. 
m 2 x +1 khi X > 1 


m= 


A. 5 = — 1. B. 5 = 0. 


c. 5 = 1. 


D. 5 = 2. 


Câu 30. Cho hàm số f(x) = 


—— khi0<x<l. Hàm số 

1 + x 


khi X>1 


Câu 33. Cho hàm số f(x) = X 3 — 3x — 1. số nghiệm của phương 
I trình f(x)= 0 trên M là: 


f(x) liên tục tại: 

A. mọi điểm thuộc rẽl. B. mọi điểm trừ X = 0. 

c. mọi điểm trừ X — 1 . D. mọi điểm trừ X = 0; x = l. 


Vấn đề 5. SỐ NGHIỆM CỦA PHƯƠNG TRÌNH 
TRÊN MỘT KHOẢNG 


Câu 31. Cho hàm số f(x) = —4x 3 + 4x — l. Mệnh đề nào sau 
đây là sai? 


A. Hàm số đã cho liên tục trên R. 


B. Phương trình f(x) = 0 không có nghiệm trên khoảng 

(-oo;l). 


c. Phương trình f (x) = 0 có nghiệm trên khoảng (— 2;0). 


_ NĂM HỌC 2018 

D. Phương trình f(x) = 0 có ít nhất hai nghiệm trên khoảng 


A. Phương trình không có nghiệm trong khoảng (— 1; l). 

B. Phương trình không có nghiệm trong khoảng (—2;0). 
c. Phương trình chỉ có một nghiệm trong khoảng (—2;1). 
D. Phương trình có ít nhất hai nghiệm trong khoảng (0;2). 


Câu 34. Cho hàm số f(x) liên tục trên đoạn [— 1; 4] sao cho 
/(—1) = 2 , /(4) = 7. Có thể nói gì về số nghiệm của phương 
Itrình f(x) = 5 trên đoạn [— 1;4]: 


A. Vô nghiệm. B. Có ít nhất một nghiệm, 

c. Có đúng một nghiệm. D. Có đúng hai nghiệm. 


Câu 35. Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m thuộc 
Ịkhoảng (—10; 10) để phương trình 

: 3 — 3x 2 + (2 m - 2) X + m - 3 = 0 có ba nghiệm phân biệt 
x 2 , x 3 thỏa mãn X 1 <—l<x 2 <x 3 ? 
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HÀM SỐ LIÊN TỤC 

vấn đề 1. Xét tính liên tục của hàm số tại một điểm 


Các ví dụ 


Ví dụ 1. Xét tính liên tục của hàm số sau tại X = 3 



[ x3 27 khix*3 

x - khi X'3 

l.f(x) = 

x 2 -x-6 2. f(x) = 

x/2x + 3-3 

10 

— khi X = 3 

l 3 

[(x-l) 2 khi x>3 


Lời giải. 

1. Hàm số xác định trên R 


Ta có f(3) = ^- và 


X 3 -27 

lim f (x) = lim -2-—— 

x-»3 x->3 X 2 - X - 6 


-lim ( x ~ 3 )( x2 + 3x + i 
x-»3 (x —3)(x + 


X 2 +3x + 9 _ 27 

= lim- -2- - = --* f(3). 

x->3 x + 2 5 

Vậy hàm số không liên tục tại X = 3 . 

2. Ta có f(3) = 4 và lim f(x) = lim (x - 1) 2 = 4 ; lim f(x) = lim 3 lim + 3 ìA = 3 ^ lim f(x) 

x->3 + x->3 + x->3 _ x->3~ v2x + 3—3 x->3~ 2 x->3 + 



Vậy hàm số liên tục tại điểm X = 1. 

2. Ta có f(-1) = 1 

|(x + l)(x-2)| 

lim f(x) = lim --——-- = lim (2 - x) = 3 

x^-l + x->-l + X + 1 x->-l + 

■ ' . ](x + l)(x-2)| . 

lim f(x) = lim --——-- = lim (x - 2) = -3 lim f(x) 

.. , ]- x ) J- x+l x \ y- x->-l + 

Suy ra không tồn tại giới hạn của hàm số y = f(x) khi X —> -1. 


Ví dụ 3 Tìm a để hàm số sau liên tục tại X = 2 


l.f(x) = 

f \[ĩx-2 ... _ 

——- khi x^2 „ ct \ 

í x 4 -5x 2 +4 
-- khi X < 2 

x-2 2 - f ( x ) = 

X 3 -8 


[a khi x = 2 

[ ax 2 + X +1 khi x>2 


Lời giải. 
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ỉfĩx-2 ..4 1 

1. Ta có f(2) = a và lim f(x) = lim ——— = lim . — ——-= ^ 

x ->2 x~>2 x-2 x-»2^(4x) 2 + 2 n/4x + 4 3 


„ X 4 -5x 2 + 4 1; _ (x 2 -l)(x + 2) „ 

2. Ta có: lim f(x)= lim -4—-= lim - — -- = 1 

x-»2 _ x->2 _ X 3 -8 x->2 _ X 2 + 2x + 4 

lim f(x)= lim íax 2 +x + lj = 4a + 3 = f(2) 

x->2 + x->2 + ' ' 

Hàm số liên tục tại X = 2 <??> lim f(x) = lim f(x) = f(2) 

X—>2 + x->2" 

o4a + 3 = loa = . 

2 

CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 

Bài 1 Xét tính liên tục của hàm số y = f(x) tại điểm chỉ ra 
íx/^-2 khi x ^ 4 

1. f(x) = j x-4 tại x = 4 

ị khi X = 4 

u 

X 2 - 3x + 2 


2. f(x) = 


3.f(x) = 


■_B Ị- 2 khi X > 1 . 

Vx-1 tại X = 1 


3x 2 + X - 1 khi X < 1 

_Ttx ... 11. 

cos- 3 - khi X<1 


COS-— khi X <1 
2 11 
|x-l| khi II >1 


tại X = 1 và X = -1 . 


2. Chọn giá trị f(0) để các hàm số sau liên tục tại điểm X = 0 . 


1. f(x) = 


/2X + 1-1 


2. f(x) = 


\fĩx + 8 -2 


x(x + l) ' ■ V3X + 4-2 

Bài 3. Xét tính liên tục của các hàm số sau tại điểm đã chỉ ra 

1 X + x/x + 2 ., . . 

1 --- khix>-l. . . 

!• f( x ) = 1 x + 1 tạix 0 =-l 


2. f(x) = 


[2x + 3 khi X < -1 

x + 1 + ^Th , ^ , n 

-—-khi X * 0 

[2 khi X = 0 

í ^- 1 uu; 


3. f(x) = 


= J X — 1 

1 


tại Xq = 1 


, ~ + 2x khi X > 2 

4. f(x) = j Vx-2 tạix 0 =2 

[x 2 - X + 3 khi X < 2 

Bài 4. Tìm a để các hàm số sau liên tục tại các điểm đã chỉ r, 
X + 2a khi X < 0 


l.f(x) = 


c 2 +x + l khi x>0 


tại x = 0 
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1. Ta có : lim f(x) = lim ^ 2 = lim __Ị— = Ấ = f( 4 ) 

X—>4 x->4 X - 4 X—>4 yịx+2 4 

Hàm số liên tục tại điểm X = 4 . 

2 . lim f(x)= lim r(x-l)(x-3> + 2 l = 2 
x^l+ X^l+L Vx-1 J 

lim f(x)= lim Í3x 2 +x-lỊ = 3^ lim f(x) 

X->1 _ x-HỊ-i ' ' X->1 + 

Hàm số không liên tục tại X = 1 . 

3 . Hàm số liên tục tại X = 1 , không liên tục tại điểm X = - 1 . 

Bài 2. 

1. Ta có : lim f(x) = lim - = lim--- = 

x^o x^O x(x + l) x -»°x(x + l)íx/2x + l +lj 

Vậy ta chọn f(0) = 1 

2(x/3x + 4 + 2Ì 9 

2. Ta có : lim f(x) = lim - 


x->0 x->0 


ịíc 


3 ^(2x + 8) z +2.v2x + 8 +4 


Bài 3. 

1. Ta có: f(—1) = 1 và lim f(x) = lim (2x + 3) = l 
X 2 - x-2 


lim f(x) = lim — — +— = lim 


+ 1 x^-i + (x + 1)(x-a/x + 2) 

x-2 3 


lim - = — 

x^-i+x-Vx + 2 2 

Suy ra lim f(x) ^ lim f(x) 

x->-l + X—>—1 — 

Vậy hàm số không liên tục tại Xq = -1 . 
2. Ta có: f(0) = 2 


x + 1 + x/x-l 


= limfl +——L - 

x^ol^ l-yx-1+x-l 


, 1 + ^ĩ 


= 2 = f(0) 


Vậy hàm số liên tục tại X = 0 . 

3. Ta có : lim f(x) = lim = lim -== - — -= 4 = f(l) 

X—>1 X—>4 X — 1 X—>4 2 _|_ 2 3 
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Hàm số liên tục tại điểm X = 1. 

4. Ta có : lim f(x) = lim r ( x + 1 )( x ~ 2 ) . + 2xl = 4 
X >2~ X >2~ L Vx-2 J 

lim f(x)= lim Ịx 2 -x + 3j = 5 + lim f(x) 

x->2~ x—>2 ~' ' x->2 + 

Hàm số không liên tục tại Xg = 2 . 


Bài 4. 

1. Ta có: lim f(x)= lim (x 2 +x + l) = l 

x->0 + x->0 + 

lim f (x) = lim (x + 2a) = 2a 

x->0“ x->0“ 

Suy ra hàm số liên tục tại X = 0 <=> a = i. 

+ 1-1 

2. Ta CÓ : lim f(x) = lim —— 

x->0 x->0x(ax + 2a+ 1) 

_4 2 

x ^ 0 (ax + 2a + l)ÍV4x + l+l) 2a + 1 

_ A . 2 1 
Hàm số liên tục tại X = 0 <=> ——— = 3 <=> a = -- 7 . 

2a + l 6 

a . li™ í/„\ _ t ■ a/3x + 1 -23 

3. Ta có : lim f(x) = lim-—-= — 

X >1+ X->1 + x 2 -l 8 


lim f(x) = lim ———^ 
x-»l _ X->1 - x — 3 


a 

2 


a 3 3 

Suy ra hàm số liên tục tại x = l<=>^- = 4=>a = —. 
2 2 8 4 


Vấn đề 2. Xét tính liên tục của hàm số trên một tập 

Phương pháp:Sử dụng các định lí về tính liên tục của hàm đa thức, lương giác, phân thức hữu tỉ ... 

Nếu hàm số cho dưới dạng nhiều công thức thì ta xét tính liên tục trên mỗi khoảng đã chia và tại các điểm chia 
của các khoảng đó. 

Các ví dụ 


Ví dụ 1 Xét tính liên tục của các hàm số sau trên toàn trục số: 

1. f(x) = tan2x + cosx 2. f(x) = -ệ ^ + ^ 

X 2 - 3x + 2 


Lời giải. 

1. TXĐ: D = #\|^ + k|,kez| 

Vậy hàm số liên tục trên D 

Íx-1>0 

2. Điều kiên xác đinh: ị - 

[x 2 - 3x + 2 + 0 

Vậy hàm số liên tục trên (l;2) u (2;+a 

Jx>l 

l x *2 

’)• 

Ví dụ 2 Xác định a để hàm số f (x) = -í 

a !í^: 2) khix<2 

y/x + 2 - 2 liên tục trên M . 


(l-a)x khi x>2 
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Lời giải. 

Hàm số xác định trên R 
Với X < 2 => hàm số liên tục 
Với x>2=> hàm số liên tục 

Với X = 2 ta có lim f(x) = lim (1 - a)x = 2(1 - a) = f(2) 

X—»2 + X—»2 + 

lim f(x)= lim — = lim a 2 (Vx + 2 +2) = 4a 2 

x->2 _ Vx + 2 — 2 x-»2“ 

Hàm số liên tục trên M <=> hàm số liên tục tại X = 2 

«• lim f(x) = lim f(x) <=> 4a 2 = 2(1 - a) <=> a = -l,a = ỉ. 

x->2 _ x->2 + 2 

Vậy a = —1, a = ^ là những giá trị cần tìm. 


CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 

Bài 1 Xác định tính liên tục của hàm số sau trên Ằ 
x + 2 


1. f(x) = 2. f(x) = V3x 2 -1 

X 2 - X - 6 

Bài 2 Xét tính liên tục của các hàm số sau trên 
íx 2 -5x + 6 


3. f(x) = 2sinx + 3tan2x 

í ^-1 


1 fívU „ 3 khix<2 

1 - f W = 1 2x 3 -16 

[ 2-x khi X>2 

Bài 3 Xét tính liên tục hàm số sau trên R 
\ X 2 - 3x + 2 , _ 

2.f(x)={ 


2. f(x)J>£- 


^ũõc + 2 


- khix * 1 


1. f(x)= n 

I a khi X = 1 
2x + l khi x<0 

3. f(x) = < (x- 1) 3 khi 0 < X < 2 4. f(x) = 

x/x-1 khi X > 2 
Bài 4. Xác định a,b để các hàm số sau liên tục trên R 
X 3 -3x 2 +2x 


2x 2 + X +1 khi |x|<l 
3x-l khi |x| > 1 


sinx khi |x| < — x ( x 2) 

1. f(x) = j 2 2. f(x) = j a khi X = 2 

ax + b khi |x| > y b khi X = 0 


khi x(x - 2) 0 


Bài 5. Tim m để các hàm số sau liên tục trên R 

\ \Zx-2 + 2x -1 
1. f(x)= — 


2. f(x) = 


3. f(x) = 


3m-2 

Vx+1-1 


khix^l 
khix = l 

khix>0 


2x 2 + 3m +1 khi X < 0 

khi X > 2 
khi X < 2 


J2x -4+3 
x + 1 


X 2 -2mx + 3m + 2 
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Bài 1 

l.TXĐ: D = #\{3;-2} 


Ta có hàm số liên tục tại mọi xeD và hàm số gián đoạn tại X = -2,x = 3 


2.TXĐ: D = -ao;- 




Ta có hàm số liên tục tại mọi điểm X G —oo;—-D u —=}+co 

S) VV3 


lim f(x) = 0 = f í —}= => hàm số liên tục trái tại X = —\= 

7jr \ S) V3 

Ỵầ) 


lim f(x) = 0 = f [ 7= ì => hàm số liên tục phải tại X = 7= 

VV3j s 

Hàm số gián đoạn tại mọi điểm X G1 — 

V v3 s 

3. TXĐ :D = iS , \J^ + k^,keZ 

u 2 


Ta có hàm số liên tục tại mọi điểm thuộc D và gián đoạn tại các điểm 

x = 7 + k^/k &z. 

4 2 

Bài 2 

l.TXĐ: D = # 


• Với X < 2 => f(x) = —— 5 X + 6 => hàm số liên tục 

2x 3 -16 

• Vói X > 2 => f(x) = 2 - X => hàm số liên tục 

• Tại X = 2 ta có : f(2) = 0 
lim f(x)= lim (2-x) = 0 ; 

X—»2 + X—>2 + 


lim £(x) = lim- (x 2)(x 3) 

x->2 x->2 _ 2(x - 2)(x 2 + 2x + 4) 


24 


* lim f(x) 

x->2 + 


Hàm SỐ không liên tục tại X = 2. 

2. Hàm số xác định vói mọi X thuộc M 

• Với X < 1 => f(x) = ^ x + — => hàm số liên tục 


• Vói X > 1 => f(x) = 


^-1 

S-ĩ 


hàm SỐ liên tục 


• Tại X = 1 ta có : f(l) = ^ 

(x-l)(>/x + l) 2 

lim f(x) = lim —p =—- = lim--— -£= — -ẸỊ- -= -- ; 

x^l+ X—>1 + vX — 1 x^l + (x-l)(^X 2 +^X+1) 3 

lim f(x) = lim ^ x + — = ^ = lim f(x) = f(l) 
x->2 _ X-»1 _ X + 2 3 X _^1+ 

Hàm số liên tục tại X = 1. 

Vậy hàm số liên tục trên R . 

Bài 3. 

1. Hàm số liên tục tại mọi điểm X & 1 và gián đoạn tại X = 1 


GIẢNG DẠY: NGUYỄN HẢO VƯƠNG 


- 0040798480 


Page I 6 



TÀI LIỆU TOÁN 11 


NĂM HỌC 201« 


2. Hàm số liên tục tại mọi điểm x^o và gián đoạn tại X = 0 

3. Hàm số liên tục tại mọi điểm X * 2 và gián đoạn tại X = 2 

4. Hàm số liên tục tại mọi điểm X ^ +1 và gián đoạn tại X = ±1 . 

Bài 4. 


1. Hàm số liên tục trên J 


^a + b = l 


2 a + b = _1 


ír\. 

b=-i 


2. Hàm số liên tục trên R <=> 

Bài 5. 

1. Vói X * 1 ta có f(x) = ^ x ~ 2 + —- nên hàm số liên tục trên khoảng M\ị\\ 

X — 1 1 J 

Do đó hàm số liên tục trên R khi và chỉ khi hàm số liên tục tại X = 1 
Ta có: f (1) = 3m - 2 

lim £ (x) = lim ^ X - 2 + 2x ~ 1 


= lim 

x->ĩ 


= lim 

X >1 


_ X 3 + X - 2 _ 

(x - 1) (x 2 - Xyfx-2 + ìl(x - 2) 2 j 


Nên hàm số liên tục tại X = 1 <=> 3m - 2 = 2<=>m = ^- 
4 

Vậy m = Ỷ là những giá trị cần tìm. 

2. • Với X > 0 ta có f(x) = ^ X + ^ —- nên hàm số liên tục trên (ũ;+co) 

X v ' 

• Vói X < 0 ta có f (x) = 2x 2 + 3m +1 nên hàm số liên tục trên (- 00 ; 0). 

Do đó hàm số liên tục trên R khi và chỉ khi hàm số liên tục tại X = 0 
Ta có: f(0) = 3m +1 

lim f(x)= lim Ế±ĩzl = lũn _L-= ỉ 

x->0 + X—>0 + x x-»0 + V X + 1 + 1 2 

lim f(x)= lim Í2x 2 +3m + lỊ = 3m + l 

x-»0 - x^0“ v ’ 

Do đó hàm số liên tục tại X = 0 <=> 3m +1 = Ậ m = -— 

2 6 

Vậy m = -ỉ thì hàm số liên tục trên R. 

3. Vói X > 2 ta có hàm số liên tục. 

Để hàm số liên tục trên R thì hàm số phải liên tục trên khoảng (- c0 ;2) và liên tục tại X = 2 . 

• Hàm số liên tục trên (- 00 ; 2) khi và chỉ khi tam thức 
g(x) = X 2 - 2mx + 3m + 2^0, Vx < 2 

THl;í A ':”" 2 - 3m -^°«ỉ=# S n, S ỉ±# 

[g(2) = -m + 6*0 2 2 
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__ A' = m-3m-2>0 

TH 2: •< Cí> <Ịm >2 

X, = m — -Ja' >2 ... r\ 

1 1 [A'<(m-2) 2 

r_3+VĨ7 . ^ 

_ m>— —2 — 3 + vl 7_, 

<4>< 2 -r—— <m<6 

[m < 6 

Nên — < m < 6 (*) thì g(x) * 0, Vx < 2 

• lim f(x)= lim (V2x-4 + 3Ì = 3 

x-» 2 + x-> 2 + v 


lim f(x)= lim —————-- = ——- 

x->2 - x—>2~ X 2 - 2mx + 3m + 2 6 - m 

3 

Hàm số liên tục tại X = 2 <=> ——— = 3 <=> m = 5 (thỏa (*)) 
6-m 

Vậy m = 5 là những giá trị cần tìm. 


Vấn đề 3. Chứng minh phương trình có nghiệm 

Phương pháp: 

• Để chúng minh phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm trên D, ta chúng minh hàm số y = f(x) liên tục 
trên D và có hai số a,b e D sao cho f(a).f(b) < 0. 

• Để chúng minh phương trình f(x) = 0 có k nghiệm trên D, ta chúng minh hàm số y = f(x) liên tục trên D và 
tồn tại k khoảng rời nhau (a;;a i+1 ) (i=l,2,...,k) nằm trong D sao cho f(a i ).f(a i+1 ) < 0. 

Các ví dụ 



Lời giải. 

1. Xét hàm số f(x) = X 5 + 3x +1 là hàm liên tục trên M 
Mặt khác: f(-l) = -l,f(0) = 1 => f(-l).f(0) = -1 < 0 

Nên phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc (-1;0). 
Giả sử phương trình có hai nghiệm x 1 ,x 2 . 

Khi đó: £(Xj) - £ (x 2 ) = 0 Ịx 3 - X 3 Ị + 3 (x 1 - x 2 ) = 0 

« ( X 1 - x 2 )( x ? + x l x 2 + x l x 2 + x l x 2 + x 2 + 3) = 0 (1) 

A 

Do A = Ị^x 2 + 2 X i x 2 j + Ị^x 1 x 2 +x 2 j +^x 2 x 2 +3>0 
Nên (1) <=> x-y = x 2 

Vậy phương trình luôn có đúng một nghiệm. 

** 3 

2. Điều kiện: X < ^ 

2 

Phương trình <=> X 3 + 2x - 3 V 3 - 2x -4 = 0 

Xét hàm số f(x) = X 3 + 2x - 3 V 3 -2x - 4 liên tục trên í-co; ^-1 


GIẢNG DẠY: NGUYẼN bảo vương 


- 094079848» 


Page I 8 










TÀI LIỆU TOÁN 11 


NĂM HỌC 201« 


f(0) = -4 - 3^3 < 0, £^1 j = y > 0 => f(0).£ j < 0 

Nên phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm 
Giả sử phương trình f(x) = 0 có hai nghiệm x 1 ,x 2 
Khi đó: f(x x )-f(x 2 ) = 0 

oịxỊ-xị ) j + 2(x 1 -x 2 )-3ụ3-2x 1 -ự3-2x 2 Ị = 0 



Vậy phương trình luôn có nghiệm duy nhất. 


Ví dụ 2 Chúng minh rằng phương trình sau có ít nhất một nghiệm : 

1. x 7 +3x 5 -1 = 0 2. x 2 sinx + xcơsx + l = 0 

Lời giải. 

1. Ta có hàm số f(x) = X 7 + 3x 5 -1 liên tục trên R và f(0).f(l) = -3 < 0 
Suy ra phương trinh f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc (0; 1). 

2. Ta có hàm số f(x) = X 2 sinx + xcosx +1 liên tục trên R và f(0).f(rr) = -n < 0. Suy ra phương trinh f(x) = 0 có ít 
nhất một nghiệm thuộc (0; n). 

Ví dụ 3. Vx 5 + 2x 3 + 15x 2 + 14x + 2 = 3x 2 + X +1 có đúng 5 nghiệm phân biệt 

Lời giải. 

Phương trình đã cho tương đương với 
X 5 + 2x 3 + 15x 2 + 14x + 2 = (3x 2 + X + lf 

X 5 - 9x 4 - 4x 3 + 18x 2 + 12x + 1 = 0 (1) 

Hàm số f(x) = X 5 - 9x 4 - 4x 3 + 18x 2 + 12x +1 liên tục trên M 

Ta có: f(-2) = -95 < 0,f(-l) = l>0,f^-£j = -^|<0 
f(0) = 1 > 0,f(2) = -47 < 0,f(10) = 7921 > 0 

Do đó phương trình f(x) = 0 có ít nhất 5 nghiệm thuộc các khoảng 

(- 2 ;-l), [-ỉ;oj, ( 0 ; 2 ), ( 2 ; 10 ) 

Mặt khác f(x) là đa thức bậc 5 nên có tối đa 5 nghiệm. 

Vậy phương trình đã cho có đúng 5 nghiệm. 

CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 

Bài 1 Chúng minh rằng phương trình sau có đúng ba nghiệm phân biệt 

1. x 3 -3x + 1 = 0 2. 2x + 6^1-x =3 

Bài 2 Chứng minh rằng phương trình sau luôn có nghiệm với mọi giá trị của m, n 

l.m(x-l) 3 (x + 2) + 2x + 3 = 0 lổ—-r^-ỊBm 

v ' ' cosx sinx 
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3.m(x-a)(x-c) + n(x-b)(x-d) = 0 (a<b<c<d). 

Bài 3 Cho m > 0 và a,b,c là ba số thực bất kỳ thoả mãn 

—4——- 4- — = 0. Chúng mữih rằng phương trình ax 2 4- bx 4- c = 0 luôn có nghiệm. 
m-2 m • 1 m 

Bài 4. Chúng minh rằng phưong trình : 

1. X 4 4- X 3 - 3x 2 4- X 4-1 = 0 có nghiệm thuộc khoảng (-1; l) 

2. X 5 - 5x 3 4- 4x -1 = 0 có năm nghiệm thuộc khoảng (-2;3) 

3. a(x-b)(x-c)4-b(x-c)(x-a)4-c(x-a)(x-b) = 0 ;a,b,c>0 có hai nghiệm phân biệt. 

4. (1 - m 2 )x 5 - 3x -1 = 0 luôn có nghiệm vói mọi m 

5. m 2 .(x-2)4-m(x-l) 3 .(x-2) 4 4-3x-4 = 0 có nghiệm với mọi m. 

Bài 5 . Cho các số thực dương m,n,p thỏa mãn: n < m; mp <n 2 và — 4- — 4- — = 0 . Chúng minh rằng phương 

m n p 

trình : f(x) = ax 2 4- bx 4- c = 0 luôn có nghiệm. 

Bài 6. 

1. Cho hàm số f:[ơ;l] —» [ơ;l] liên tục.Chứng minh rằng tồn tại ít nhất một số thực c e [0; l] sao cho f (c) = c . 

f(x) . , ì 

2. Cho hàm số f :[0;4-oo) —»[0;4-oo) liên tục và lim -2-2 = L < 1 Chứng minh răng tồn tại ít nhất một số c > 0 sao 
cho f(c) = c. 

3. Tìm tất cả các hàm số f : M —> E liên tục tại X = 0 thỏa: f(3x) — f(x). 

4. Cho hàm số f : [ũ;l] «* [ũ;l] liên tục trên [ũ;l] và thỏa f(0) = f(l). 

Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n thì phương trình f(x) - f(x 4- —) = 0 luôn có ít nhất một nghiệm thuộc 
đoạn [0;l] . 

Bài 7. 

1. Cho hàm số f liên tục trên đoạn [a ;b] và n điểm x 1 ;x 2 ;...;x n e [a;b] . Chứng minh rằng tồn tại ít nhất một điểm 
ce[a;b] sao cho nf(c) = f(x 1 )4-f(x 2 )4-...4-f(x n ). 

2. Chúng minh rằng tồn tại duy nhất các số 0<a<Ị3<l sao cho 

cosa = a 2 và ptanp = l. 

Bài 1 

1. Xét hàm số f (x) = X 3 - 3x 4-1, ta có hàm số liên tục trên R và 
f(-2) = -1; f(0) = 1; f(l) = -1; f(2) = 3 

=> £(-2).f(0) = -1 < 0,f(0).f(l) = -1 < 0,f(l).f(2) = -3 < 0 

Suy ra phương trình có ba nghiệm phân biệt thuộc các khoảng 

(4;0),(0;1),(Í2). 

Mà f(x) là đa thức bậc ba nên f(x) chỉ có tối đa 3 nghiệm 
Vậy phương trình đã cho có đúng ba nghiệm. 

2. Phương trình <=> 2x - 3 = 6^/x^ĩ «. (2x - 3) 3 - 216(x -1) = 0 

Xét hàm số f(x) = (2x - 3) 3 - 216(x -1), ta có hàm số liên tục trên R và 

f(-4) = -251, f(0) = 189, f (1) = -1, f(7) = 35 

Suy ra=> f(-4).f(0) < 0,f(0).f(l) < 0,f(l).f(7) < 0 

Suy ra phương trình có ba nghiệm phân biệt thuộc các khoảng 

(4;0),(0;l),(l-7). 

Mà f(x) là đa thức bậc ba nên f(x) chỉ có tối đa 3 nghiệm 
Vậy phương trình đã cho có đúng ba nghiệm. 
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Bài 2 

1. Ta có hàm số f(x) = m (x -1) 3 (x + 2 ) + 2x + 3 liên tục trên R và 
f(l).f(-2) = -5 < 0 => phương trình có ít nhất một nghiệm thuộc (-2; 1) 

2. Điều kiện : X k--,k €E z 

2 

Xét hàm sốf (x) = sin X - cos X - m sin X cos X ,liên tục trên Tũ; ^ 1 và 


x ° e l° ; 2 J ^ x 0 ^ k 2 

Do đó phương trình đã cho có ít nhất một nghiệm. 

3. Hàm số f(x) = m(x-a)(x-c) + n(x-b)(x-d) liên tục trên R và 

f(a).f(c) = n 2 (a - b)(a - d)(c - b)(c - d) < 0 => phuowngt rình đã cho có ít nhất một nghiệm. 
Bài 3 Đặt f(x) = ax 2 + bx + c 

• c = 0 => f(x) = 0 có nghiệm X = 0 

• c * 0 ta có f( 0 ) = c;f r ———= — 7 — 

+ 2 J m(m + 2) 

=> f( 0 ).f( m + ^ 1 = — 7 —— -7- < 0 , suy ra phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm. 

^m + 2 ) m(m + 2 J 

Bài 4. Gọi f(x) là vế trái của các phương trình 

1. Ta có hàm số y = f(x) liên tục trên M và f(l).f(-l) = -3 < 0 

Nên phương trình có ít nhất một nghiệm thuộc (-1;1). 


f(-|)f(-l) < 0;f(-l).fộ < 0;f(|)f(l) < 0;£(1)£(3) < 0 

Nên ta có điều phải chúng minh. 

3. Ta có hàm số y = f(x) liên tục trên R và 

£(a)£(b)£(c) = -abc[(a - b)(b - c)(c - a)] 2 < 0 
Nên ta có điều phải chúng minh. 

4. Ta có hàm số y = f(x) liên tục trên R và lim £(x). lim f(x)<0 

Nên ta có điều phải chúng minh. 

5. Ta có hàm số y = f(x) liên tục trên M và f(l).f(2) < 0 
Nên ta có điều phải chúng minh. 

Bài 5 Ta xét = a^—+ b-^- + c. 

m m 2 m 

Mặtkháctừ: ^- + —+ —= 0 ỊẶ^-ía.^—+ b-^- + cì + c(—-^-) = 0 


«. 4f£) + c n2 - pm =0 o f£)= pm : n2 c= pm : n2 f(0) 

n 2 m pn 2 m p m p m 

* Xét c = 0 

Nếu a = 0=>b = 0=> f(x) là đa thức không, do đó f(x) sẽ có nghiệm trong (0;1) 
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Nếu a *0, từ giả thiết =>-— = — < 1 và f(x) = x(ax + b) = 0 
a m 

OX = JỊV(0;1J 

a 

* Xét c * 0, ta có: f í—\f(0) = P m ~ n f 2 ( 0 ) < 0 => f(x) có nghiệm X e (0;—) d (0;1). 

^mj pm m 

Bài 6. 

1. Xét hàm số g(x) = f(x)-x ,ta có y = g(x) liên tục trên [0;l] và g(0)g(l)<0 nên tồn tại 
ce [0;l] :g(c) =0 <íí> f(c) = c . 

2. • Nếu f(0) = 0 thì ta chọn c = 0. 

• Nếu f(0)>0. 

Xét hàm số g(x) = f(x) - X, ta có hàm g liên tục trên [0;+co) và g(0) > 0 
Vì lim ^ = L < 1 nên tồn tại số a > 0 sao cho < 1 => g(a) < 0 

=> g(0).g(a) < 0 nên tồn tại số thực c e (0;a) sao cho g(c) = 0 
Hay là f(c) = c. 

Cho n -» co => -í- -» 0, Vx 
3 n 

Suy ra: f(x) = f(0) = a, Vx £ M 
Vậy f là hàm hằng. 

4. Xét hàm số g(x) = f Ị^x + — j - f (x), ta có g là hàm liên tục trên 1^0;—- j 

Và &(^lK n 

Suy ra tồn tại hai chỉ SỐ i / je|0 / l,... / n-l| sao cho: g|^—j.g|^—j < 0 

Hay phucmg trình : g(x) = 0 <=> f(x) - f(x + —) = 0 có nghiệm trên [ũ; l] . 

Bài 7. 

1. Xét hàm số: g(x) = nf(x)-f(x 1 )-f(x 2 )-...-f(x n ) liên tục trên [a ;b]. 

Vì f liên tục trên đoạn [a ;b] nên tồn tại giá trị lán nhất M, nhỏ nhất m do đó tồn tại a,p e [a,b] sao cho 
f(a) = m,f(P) = M=>g(a).g(P)<0. 

2. Hàm số: f(x) = cosx - X 2 liên tục trên M và f(0).f(l) = l(cos 1 -1) < 0 
Suy ra 3ae(ũ;l):f(a) = 0 hay cosa = a 2 

Mặt khác hàm số y = cos X là hàm nghịch biến trên (0; 1), hàm y = X 2 là hàm đồng biến trên (0; l) nên a là số 
duy nhất. 

Hàm số g(x) = xtanx-l liên tục trên (ũ;l) và f(0).f(l) = -l(tanl-1) < 0, đồng thòi hàm số g(x) đồng biến trên 
(0; 1) nên tồn tại duy nhất số thực p G (0; 1) sao cho p tan p -1 = 0 . 

Vì sinx < X Vx > 0 nên g(a) = sma -1 < 0 = f(P) => a < p . 

a 

ĐÁP ÁN TRẮC NGHIỆM 

HA0M SOÁ LIEÂN TUĨC 
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Câu 1. Điều kiện: 


[3 —X > 0 Ịx > —4 


->£> = (-4; 3]-* hàm số liên tục trên (-4; 3). Xét tại x = 


x + 4> 0 [x< —3 

lim f(x) — lim a/3 — X + , = — Ị== fị3] -I Hàm số liên tục trái tại x = 3. 

u -7x4-4 J V7 w 


Vậy hàm số liên tục trên (-4; 3]. Chọn c. 

Câu 2. Vì 2sinx + 3 / 0 với mọi X e R— TXD > D = R- * Hàm số liên tục trên R. 


Chọn D. 

Câu 3. Vì / (x) liên tục trên R nên suy ra 

/(l) = lim/(x) = lim—- 3 * + 2 _Ii m (xe — 2) = -1. ChọnD. 

Câu 4. Vì /(x) liên tục trên [-3;3] nên suy ra 

/(o) = lim/(x) = lim + 3 —^ 3 — = lim -=3 - = -j=. Chọn B. 

* _>0 X x ~ t0 yjx + 3 + v3 — X V3 

Câu 5. Vì /(x) liên tục trên (—4;+oo) nên suy ra 


/ (o) = lim / (x) = lim ^ = -= limỊVx + 4 + 2j = 4. Chọn c. 

Câu 6 . Tập xác định: D = R, chứa X = 2 . Theo giả thiết thì ta phải có 

m= /(2) = lim/(x) = lim—- x ^ = lim(x + l) = 3. ChọnD. 

Câu 7. Hàm số xác định với mọi X G R . Theo giả thiết ta phải có 

3 + m = /(l) = lim/(x) = lim—- — + 2x —— = lim----- = limỊx 2 + 2 ) = 3 m = 0. Chọn A. 

Câu 8 . Hàm số /(x) có TXĐ: D = [0; + 00 ). Điều kiện bài toán tương đương với 

Ta có: k + \ = y(l) = limv = lim — —i- = lim , '— = 4^ k = — 4 . Chọn c. 
w x-1 '"'V/+1 2 2 

Câu 9 . Hàm số /(x) có tập xác định là (—l;+oo). Theo giả thiết ta phải có 

3_v (3 — x)ÍVx+T + 2) . Ị __ . 

m = /( 3 ) = lim/(x) = lim -— = lim -—— -- = — lim [\Jx-T.l — 2j = — 

Chọn B. 

Câu 10. Với mọi X / 0 ta có 


3, ta có 
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0 < |/(x)| = |x 2 sin— I < X 2 —*• 0 khi X —> 0- * lim/ ịx) = 0. 

Theo giải thiết ta phải có: m = f (o) = lim/( jc) = 0. Chọn c. 

Câu 11. Tập xác định: 

D = R\ị| + *,| te zỊ = yỊf+tT.y+^) = -u(~:j)u[f+fỊu- 

Ta CÓ lim/(x) = lim^5^- = lim^5^.—— = 1.—Ỉ-— =1^0= /(o)- * f(x) không liên tục tại X = 0. ChọnA. 

*-*° áPỊ Jt IpỊ X cosx cosO 

Câu 12. Tập xác định D = R. Điều kiện bài toán tương đương với 

m = /(l) = lim/(x)=hm^ 

= s in(„-. + T ) = -sm T (x-l) = ị ^-1) 1 

m X — 1 ' •! X — 1 ' 7r(jc —1) j w 

Đặt t =7t(jc— l) thì t —► 0 khi X—>1. Do đó (*) trở thành: 

m = lim(-7r).^^ = -7r. ChọnA. 

Câu 13. Hàm số xác định với mọi X e K . Điều kiện củz bài toán trở thành: 

2 cos 2 — 2 sin 2 ^ — -H 

m = /(7ĩ) = lim / (x) = lim * -*~ cos * _ lún- Ả = lún—— ' _ i-lim 

u - -(*-) f - (*--) 2 - 

Đặt t = ị — ^ —i► 0 khi X —» 1. Khi đó (*) trở thành: m = -Ị-lũụí—— ] = -Ị-.l 2 = -ị" 

2 2 2^o{ t ) 2 2 

Chọn c. 

Câu 14. Hàm số 7 = f{x) có TXĐ: D=R. 

Dễ thấy hàm số y = f(x ) liên tục trên mỗi khoảng (—oo;—1),(—1;0) và (0;+oo). 

(i) Xét tại X = — 1, ta có 

lim / (x) = lim = lim —-—-jy--- = lim (x 2 — X + lj = 3 = / (— l) . 

-I hàm số y = / (x) liên tục tại x = -l. 

(ii) Xét tại X = 0 , ta có 

lim/(x) = lim^p = lim — + ^ x ~ + — = lim(x 2 -Jt + l) = 1 = / (o). 
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-» hàm số y = / (*) liên tục tại x = 0. 

Chọn B. 

Câu 15. Hàm số y = f(x) có TXĐ D = R . 

Hàm số /(*) = —^—liên tục trên mỗi khoảng (-oo;-l), (— l;l) và (l;+oo). 

(i) Xét tại X = — 1, ta có lim / (x) = lim x ^~' r ) — Ịyp _jL_ = L= /(—í) -> Hàm số liên tục tại X = —l. 

lim ^ ) = lim ——— = +00 

1 x , ~\s *” >1 * _1 ->Hàm số y = f(x) gián đoạn tại X = 1. Chọn B. 

lim , = lim —— = — 00 

Câu 16. TXĐ: D = M . Hàm số liên tục trên mỗi khoảng (-oo;2); (2;+oo). 

Khi đó / (x) liên tục trên R <*=> f(x) liên tục tại X = 2 
^ lm /(*) = / (2) lún /(*)= lịm /(*) = / (2). (*) 

f{2) = 4m 2 

Tacó - lim/(;r)= lim [(1 — m)x\ = 2(1 — nì) 
lim f[x ) = lim m 2 x 2 = 4 m 2 

Chọn A. 

Câu 17. Dễ thấy /(*) liên tục trên mỗi khoảng (0;4) và (4;6). Khi đó hàm số liên tục trên đoạn [0;6] khi và chỉ khi hàm số 
liên tục tại x = 4, x = ũ, x = 6. 

lịm/(*) = /(0) 

Tức là ta cần có lim f{x) = f (6) . (*) 

lịm / (*) = lịm /(*) = /(4) 

lim / ( X ) = lim -Ịx = 0 

/(0) = VÕ = 0 

lỉm / ( X ) = lim (1 + m ) = 1 + m 
/(6) = l + m 

lim / (x) = lim y[x = 2 

lỉm /( X ) = lim (l + m) = 1 + m; 

/(4) = l + m 


m = -1 

-►(*) <*=> 4ra 2 = 2(1 — nỉ) ^ 1 . 

m=^~ 

2 
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Khi đó (*) trở thành l + m = 2 m = 1 < 2. ChọnA. 

Câu 18. Hàm số /(*) liên tục trên (— oo;l) và (l;+oo). Khi đó hàm số đã cho liên tục trên R khi và chỉ khi nó liê tục tại 
x = l, tức là ta cần có 


\irnf (x) = (x)= lim f{x) = f{\). (*) 


X 2 khi X>1 Ị Jj m ý ^ _ Ii m (2 — x) = 1 

Tacó/(xì=jữ khix = l-*-j*;* ;! , , * _>1 , , - y (*) không tỏa mãn với mọi a € R. Vậy không tồn tại 

1 „ 77: .. /ì 1 lim f (x) = lim (x — 2) = — 1 w 

-X khi* < 1 v ’ x ' 

giá trị a thỏa yêu cầu. Chọn c. 

Câu 19. Hàm số xác định và liên tục trên [0;l).Khiđó /(*) liên tục trên [0;l] khi và chỉ khi lim/(*) = /(l). (*) 

[/(!) = « 

-*•(*) <ỉ=> a = 4. Chọn A. 


Ịlim/(*)= lim Y = lim|(x + l)ỊVx + l)Ị = 4 
Câu 20. Dễ thấy hàm số liên tục trên (—oo;l) và (l;+oo). 


/ m =-2 

lim / (*) = lim (—2x) = —2 
x-1 


-*• / (*) liên tục tại x=l. 


Ịlim/(x)= lỉm J x = -= lim Ị— Ụl — X +ljj = —2 

Vậy hàm số /(*) liên tục trên R. Chọn D. 

Câu 21. Điều kiện bài toán trở thành: lim / (*) = lim / (*) = / (3). (*) 
[/(3) = l-3« 2 

•6 (*-2)(VI^3 + *) 


lim / (*) = lim / ~ + 6 = 

;r 3+ V > *“T ~j4x-3-x 

lim /(*)= lim (l-ữ 2 x) = l-3fl 3 . 


2 2 

-> ị *)<!=>« = :ifỊ§|- * a miB = —s|||. Chọn A. 

V 3 V 3 

Câu 22. Ta cần có lim/(*) =lim /(*) = /(2). (*) 

|y(2)=2^-| 


ỊỊm/ W = ỊỊm^=l = ỉ — 

( lì 7 

« 2 x + 2- = 2fl 2 — 2- 


= 1. ChọnC. 


Câu 23. Hàm số xác định với mọi * e 1 
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Ta CÓ f[x) liên tục trên (-oo;0) và (0;+oo). 

/( 0 ) = 1 

Mặt khác lim/(*)= lim (l-cosx) = 1-cosO = 0-> f{x) gián đoạn tại x = ữ. 

lim / (x) = lim Jx + l = Vo + l = 1 

Chọn c. 

Câu 24. Ta có f{x) liên tục trên (-oo;- 1). (i;+oo)- 

/(-l) = cos[-^j = 0 

• Tacól 1 z ' -► /(*) gián đoạn tại x = —l. Chọn A. 

lim f(x)= lim (x — ì) = —2 

.*-(-“)■ íạH-ĩ)- v 

/ậ) = cos| = 0 

• Ta có lim /(x) = lim ịx — l) = 0- * f [x) liên tục tại x = l. 

lim f(x)= lim cos = 0 

Câu 25. Dễ thấy tại điểm có hoành độ X = 1 đồ thị của hàm số bị " đứt" nên hàm số không liên tục tại đó. 
Cụ thể: lim f[x) = 0^3= lim /(*) nên f[x) gián đoạn tại x = l. Chọn B. 

Câu 26. Hàm số y = f(x) có TXĐ: D = M . 

Dễ thấy hàm số y = f(x) liên tục trên mỗi khoảng (—oo;0),(0;l) và (l;+oo). 

/( 0 ) = 0 

Ta có lim / (x) = lim — = lim x = 0 - -y f (x) liên tục tại X = 0. 

lim / (*) = lim — = lim X = 0 

'/(!) = 1 

Ta có lim f(x) = lim — = Yvcax = 1-► f[x) liên tục tại X = 1. 

lim / (*) = lim 4x = 1 

Vậy hàm số y = / (*) liên tục trên R . Chọn A. 

Câu 27. Hàm số y = f(x) có TXĐ: D = R . 

Dễ thấy hàm số y = f[x) liên tục trên mỗi khoảng (—oo;l),(l;3) và (3;+oo). 
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. /(1) = 4 

Ta có V 2_1 - >f(x) gián đoạn tại X = 1. 

lim / (*) s= lim ——Y = lim (*.+1) = 2 

/(3) = 2 

Ta có r 2 —1 -►/(*) gián đoạn tại X = 3. 

lim / (*) = lim ——— = lim (* +1) = 4 

Chọn D. 

Câu 28. Hàm số y = Ã(*) có TXĐ: D = R . 

Dễ thấy hàm số y = h(x ) liên tục trên mỗi khoảng (—oo;0),(0;2) và (2;+oo). 

, \h(0 ) = 1 

Tató Ịum*w= Iim2,=0-- / w không liên tục tại * = 0. 

*( 2) = 5 

Ta có lim h (x) = lim [x 2 +1) = 5- ị f (x) liên tục tại X = 2. 

lim h (x) = lim ( 3x — 1) = 5 

Chọn A. 

Câu 29. Hàm số xác định với mọi X e R . 

Điều kiện bài toán trở thành lim / (x) = lim f(x)= f (l). (*) 

/(1) = 2 

Ta có - lim/(x) = lim Ị«í 2 x + l) = m 2 +1-►(*) <=>tn 2 +1 = 2 

lim / (x) = lim (x 2 + x) = 2 

^m = ± 1-»s = 0. Chọn B. 

Câu 30. Hàm số y = f (x) có TXĐ: D = R . 

Dễ thấy f{x) liên tục trên mỗi khoảng (—oo;0),(0;l) và (l;+oo). 

lim (—xcosx) = 0- f f(x) liên tục tại X = 0 . 

lim —— = 0 


/( 0 ) = 0 

Ta có • lim f(x) = 
ìimf(x) = 
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/OM 

lim / (x) = lim J —— = 2 -1 / (*) không liên tục tại X = 1. 

lim f(x) = lim X 3 = 1 

Chọn c. 

Câu 31. (i) Hàm / (x) là hàm đa thức nên liên tục trên R.- ị A đúng. 

(ii)Tacó \\ I - >f(x] = ữ có nghiệm X, trên (—2;l),mà 

Ị/ (—2) = 23 > 0 K ’ 1 1 ; 

(—2; — l) c (—2; o) c (—oo; l)-> B sai và c đúng- ề ChọnB 


(hi) Ta có 


/(0) = -l<0 

l' 1 'l 1 -► f{x) = 0 có nghiệm x 2 thuộc 0;^- . Kết hợp với (1) suy ra f(x) = 0 có các nghiệm } 


thỏa: -3 < x l < -1 < 0 < x 2 < ^-► D đúng. 

Câu 32. Hàm số / (x) = 2x A - 5x 2 + X +1 là hàm đa thức có tập xác định là R nên liên tục trên R . 

Ta có 

(1) 1^1 ) ) =>/(—1)./(0)<0->/(x) = 0 có ít nhất một nghiệm X, thuộc (—1;0). 

(ii) 1^1 1 =>/(0)./(l)<0-► f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm x 2 thuộc (0;l). 

(hi) 1^1 ^ =>■/(l)./(2)<0--*• f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm x 3 thuộc (l;2). 

Vậy phương trình f(x) = 0 đã cho có các nghiệm Xị, x 2 , Xị thỏa 

-1 < X l < 0 < x 2 < 1 < JC 3 <2-> Chọn D. 

Câu 33. Hàm số / (x) = X 3 — 3x — 1 là hàm đa thức có tập xác định là M nên liên tục trên R . Do đó hàm số liên tục trên mỗi 
khoảng (-2; -Ị), (—1;0), (0;2). 

Ta có 

j/(-2) = -3 


[/(-!)= 1 

[/(-!) = ! = 
l/(0) = -l = 


/(—2)/(—1)<0->(l) có ít nhất một nghiệm thuộc (—2; —l). 

/ (-1) / (0) < 0-► (1) có ít nhất một nghiệm thuộc (-1; 0). 
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|/( 2 ) = 1 
1 /( 0 ) = -/ 


> /(2)/(0)<0-► (!) có ít nhất một nghiệm thuộc (0;2). 


Như vậy phương trình (l) có ít nhất ba thuộc khoảng (-2;2). Tuy nhiên phương trình /(jt) = 0 là phương trình bậc ba có 
nhiều nhất ba nghiệm. Vậy phương trình f(x) = 0 có đúng nghiệm trên R. ChọnD. 

Cách CASIO, (i) Chọn MODE 7 (chức năng TABLE) và nhập: F(X) = X 3 -3X-l. 

(ii) Ấn "=" và tiếp tục nhập: Start ^ —5 (có thể chọn số nhỏ hơn). 

End^-i- 5 (có thể chọn số lớn hơn). 

Step <-> 1 (có thế nhỏ hơn, ví dụ ^ ). 

(iii) Ấn "=" ta được bảng sau: 




s 

Math 


H 

F(H) 


M 

-ạ 

-3 


5 


ĩ 


Ẽ 

-1 



Bên cột 2fta cần chọn hai giá trị a và b ( a<b ) sao cho tương ứng bên cột F(X) nhận các giá trị trái dấu, khi đó phương 
trình có nghiệm (a;b ). Có bao nhiêu cặp số a, b như thế sao cho khác khoảng («;/?] rời nhau thì phương trình f{x) = 0 có 
bấy nhiêu nghiệm. 

Câu 34. Ta có /(*) = 5 4»/(*)-5 = 0 . Đặt g{x) = f{x)~ 5. Khi đó 
|*(-l) = /(-l)-5 = 2-5 = -3_ 


U(4) = /(4)-5 = 7-5 = 2 


■*(-l)*(4)<0. 


Vậy phương trình g[x) = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (l;4) hay phương trình f(x) = 5 có ít nhất một nghiệm 
thuộc khoảng (l;4). Chọn B. 

Câu 35. Xét hàm số / (*) = X 3 — 3x 2 +(2m — 2)x + m — 3 liên tục trên R . 

• Giả sử phương trình có ba nghiệm phân biệt Xịị x 2 , x 3 sao cho Xị < — 1 < x 2 < x 3 . Khi đó f{x') = {x — x 1 '){x — x 2 ')[x — x 3 ) . 
Tacó /(-l) = (-l-*j)(—l-x,)(-l-* 3 )>0 (do x l <-l<x 2 <x 3 ). 

Mà /(—1) = — m — 5 nên suy ra —m — 5>0^m<—5. 


• Thử lại: Với m<— 5, ta có 

■ }i n l-f( x ) = - 00 nên tồn tại a < — 1 sao cho f(à)< 0 . (l) 

■Do m<—5 nên /(-l) = -m-5> 0 . 

■ /(o) = m — 3 <0. 
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■ lim fịx) = + 00 nên tồn tại b > 0 sao cho f(b)> 0. 


Từ (l) và (2), suy ra phương trình có nghiệm thuộc khoảng (— oo; — l); Từ (2) và (3), suy ra phương trình có nghiệm 
thuộc khoảng (—1; 0) ; Từ (3) và (4), suy ra phương trình có nghiệm thuộc khoảng (0;+oo). 

Vậy khi m< — 5 thỏa mãn — m€ (^Ổ;io) * m € {—9;—8;—7;—6}. ChọnC. 
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